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Computational Linguistics and Computer Languages VoL XIV. 1980.
ADDITIONS TO SURVEY OF APPLICATIONS OF 
UNIVERSAL ALGEBRA, MODEL THEORY, AND CATEGORIES 
IN COMPUTER SCIENCE
by
H a j n a l  ANDRÉKA a n d  I s t v á n  NÉMETI
M a t h e m a t i c a l  I n s t i t u t e , H u n g a r i a n  Academy o f  S c i e n c e s
B u d a p e s t
I n  t h e  o r i g i n a l  s u r v e y " '   ^ n i n e  m a in  d i r e c t i o n s  1 -  9 o f
r e s e a r c h  w e r e  b r i e f l y  o u t l i n e d .  Below d i r e c t i o n s  10 , 11 a r e
a d d e d  t o  t h i s  l i s t .
C o n v e n t i o n :  To d i s t i n g u i s h  r e f e r e n c e s  t o  i t e m s  i n  t h e  o r i g i n a l  
s u r v e y  f r o m  r e f e r e n c e s  t o  i t e m s  l i s t e d  b e l o w :
B u r s t a l l - G o g u e n  [ 7 7  3 r e f e r s  t o  t h e  o r i g i n a l  s u r v e y  w h i l e  
B u r s t a l l - G o g u e n  C 7 9 3 ‘ ‘ r e f e r s  t o  a n  i t e m  l i s t e d  b e l o w .  I . e .  
t h e  a s t e r i x  s t a n d s  f o r  " b e l o w " .
10 THEORY MORPHISMS, STEPWISE REFINEMENT OF PROGRAM
SPECIFICATIONS, REPRESENTATION OF KNOWLEDGE
To i n v e s t i g a t e  c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  d i f f e r e n t  t h e o r i e s  f o r ­
m u l a t e d  i n  c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t  l a n g u a g e s  i s  a  p r o b l e m  i n  many 
b r a n c h e s  o f  c o m p u t e r  s c i e n c e ,  e . g .  i n  s t r u c t u r e d  p r o g r a m m i n g ,  
i n  s t r u c t u r i n g  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s  B u r s t a l l - G o g u e n  [ 7 7 3 ,
[7 9 3  , G o g u e n - B u r s t a l l  [ 7 8 3 , [ 7 9 3 , [ 7 9 3  , D ö m ö lk i  [ 7 9 3 “ ,
* / H . A n d r é k a - I . N é m e t i  : A p p l i c a t i o n s  o f  U n i v e r s a l  A l g e b r a ,  M o d e l  
T h e o r y ,  a n d  C a t e g o r i e s  i n  C o m p u t e r  S c i e n c e .  CL X CL V o l . X I I I ,  
1 9 7 9 ,  f>p'. 2 5 1 - 2 8 2 .
- 8 -
5C
M o s s e s  С 79 3 , i n  d a t a  t y p e s  a n d  s e m a n t i c s  B l u m - E s t e s  C 773 , i n
ft A
A . I .  A n d r é k a - G e r g e l y - N é m e t i  [ 7 2 ]  , M c C a r t h y - H a y e s  [ 6 9 ]  ,
5f:
A n d r é k a - N é m e t i  C79a3 e t c .  T h e  " c o n n e c t i o n s "  b e t w e e n  t h e  d i f f e -  
r e n t  t h e o r i e s  a n d  l a n g u a g e s  c a n  b e  c a l l e d  i n t e r p r e t a t i o n s  o r  
" t r a n s l a t i o n s "  b u t  t r a n s l a t i o n s  w o u ld  s u g g e s t  s o m e t h i n g  much 
s i m p l e r  t h a n  t h e  t h i n g  we h a v e  i n  m i n d .  M o s t  o f t e n  t h e y  a r e  
c a l l e d  " T h e o r y  M o r p h i s m s " .  One p o i n t  t o  b e  s t r e s s e d  i s  t h a t  
b e t w e e n  tw o  t h e o r i e s  t h e r e  a r e  many t h e o r y  m o r p h i s m s  u s u a l l y .  
The  s u b j e c t  o f  i n v e s t i g a t i o n  h e r e  i s  a c t u a l l y  a  c a t e g o r y  c o n ­
s i s t i n g  o f  t h e o r i e s  an d  t h e i r  m o r p h i s m s .  The  n o t i o n  o f  a  t h e o r y  
m o r p h i s m  f r o m  t h e  t h e o r y  T i n t o  t h e  t h e o r y  T '  w as  d e f i n e d  
e . g .  i n  W in k o w s k i  [ 7 8 ]  § 1 .  i p . 277 )  a n d  t h e r e  i t  w as  c a l l e d  a
m o d e l l i n g  у o f  t h e  t h e o r y  T i n  t h e  o t h e r  o n e  T '  . I n  t h a t  
p a p e r  t h e o r y  m o r p h i s m s  a r e  u s e d  t o  s t u d y  " C o m p u t e r  S i m u l a t i o n " .
T h e r e  i s  a  r e l a t e d ' b r a n c h  o f  " s t a n d a r d "  U n i v e r s a l  A l g e b r a  
c a l l e d  " L a t t i c e  o f  V a r i e t i e s "  s e e  G r ä t z e r  [ 7 9 ] "  p . 3 8 9 .  T h a t  
l a t t i c e  i s  a  s p e c i a l  s u b c a t e g o r y  o f  t h e  C a t e g o r y  o f  T h e o r i e s  
c o n s i d e r e d  h e r e .  F o r  t h e  p u r p o s e s  r e p o r t e d  h e r e ,  i t  i s  t o o  s p e ­
c i a l  f o r  two r e a s o n s :
1 /  The  m a i n  p o i n t  i n  t h e  p r e s e n t l y  r e v i e w e d  f i e l d  i s  t h a t  
t h e  t h e o r i e s  a r e  o f  d i f f e r e n t  s i m i l a r i t y  t y p e s .
2 /  B e t w e e n  tw o  t h e o r i e s  t h e r e  a r e  many m o r p h i s m s .
( I n  some C o m p u t e r  S c i e n c e  p a p e r s  t h e  C a t e g o r y  o f  T h e o r i e s  
w as  c a l l e d  " H i e r a r c h y  o f  L a n g u a g e s "  t o  e m p h a s i z e  t h a t  t h e  
u n d e r l y i n g  l a n g u a g e s ,  s i m i l a r i t y  t y p e s ,  o r  e v e n  l o g i c s  a r e  
u s u a l l y  d i f f e r e n t ,  s e e  A n d r é k a - G e r g e l y - N é m e t i  [ 7 2 ] " ,  
R a t t r a y - R u s  [ 7 7 ] ,  A n d r é k a - N é m e t i  [ 7 9 a ]  , S a i n  [ 7 9 b ] * . )
H e r e  we q u o t e  t h r e e  a p p r o a c h e s  w h i c h  a r e  c o m p l e m e n t a r y  
( a n d  a r e  m o s t  u s e f u l  when a p p l i e d  t o g e t h e r ) .
( 1 0 Л ) :  L e t  t h e  t h e o r i e s  T h j  a n d  T h 2 b e  e q u a t i o n a l  b u t  p o s s i b l y  
h e t e r o g e n e o u s  (many s o r t e d ) . L e t  Бд a n d  F 2 b e  t h e  c o u n t a b l y  
g e n e r a t e d  f r e e  a l g e b r a s  o f  t h e  v a r i e t i e s  M o d i T h ^  a n d  M od(Th2 ) 
r e s p e c t i v e l y .  T h e n  a  s u i t a b l e  hom o m o rp h ism  h  : c o u l d
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e s t a b l i s h  a  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e  tw o  t h e o r i e s  i . e .  b e t w e e n  
t h e  tw o  v a r i e t i e s .  The p r o b l e m  i s  t h a t  ^  a n d  £ 2 a r e  u s u a l l y  o f  
c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t  s i m i l a r i t y  t y p e s !  H e n c e  t h e  n o t i o n  o f  a 
hom o m o rp h ism  b e t w e e n  th e m  i s  j u s t  m e a n i n g l e s s .  To h e l p  t h i s  
s i t u a t i o n ,  B l u m - E s t e s  £771  g e n e r a l i z e d  t h e  u s u a l  n o t i o n  o f  homo­
m o r p h i s m  t o  b e  d e f i n e d  b e t w e e n  a l g e b r a s  o f  d i f f e r e n t  s i m i l a r i t y
t y p e s .  One d e f i n i t i o n  c o u l d  b e  t o  s a y  t h a t  f  : ^ ------ ►JÇJ i s  a
g e n e r a l i z e d  h o m o m o r p h i sm  i f  f  t a k e s  e v e r y  t e r m  f u n c t i o n  o f  ф 
i n t o  some t e r m  f u n c t i o n  o f  I . e .  t h e  im a g e  o f  an  o p e r a t i o n  o f  
ф i s  r e q u i r e d  t o  b e  a  f u n c t i o n  d e f i n a b l e  i n  ^  . One c a n  t h e n  
make r e s t r i c t i o n s  ( o r  g e n e r a l i z a t i o n s )  o n  t h e  n o t i o n  o f  d e f i n a ­
b i l i t y  u s e d  e . g .  " t e r m - d e f i n a b l e " ,  f i r s t - o r d e r  d e f i n a b l e ,  im p­
l i c i t l y  d e f i n a b l e  by  f i r s t  o r d e r  f o r m u l a s  e t c .  T hen  t h e  T h e o r y  
o f  D e f i n a b i l i t y  w h i c h  i s  a  b r a n c h  o f  M o d e l  T h e o r y ,  s e e  e . g .  t h e  
C h a n g - K e i s l e r  m o n o g r a p h ,  c a n  b e  u s e d  a s  a  g u i d e  f o r  c h o o s i n g  
t h e  n o t i o n  w i t h  t h e  d e s i r e d  p r o p e r t i e s  f r o m  a f a i r l y  b r o a d
s p e c t r u m  o f  e x i s t i n g  a n d  w e l l  u n d e r s t o o d  o n e s .  F o r  some v a r y i n g
л л л
c h o i c e s  s e e  B l u m - E s t e s  £ 7 7 1 ,  B lu m -L y n c h  C79aD , £ 7 9 Ы  , C79cD .
( 1 0 . 2 )  : One o f  t h e  m a i n  a i m s  o f  A l g e b r a i c  T h e o r i e s  o f  L a w v e r e
i s  t o  d e a l  w i t h  t h e  p r e s e n t  p r o b l e m .  I . e .  t h e  a im  i s  t o  i n v e s ­
t i g a t e  t h e  " s t r u c t u r e "  o r  " s y s t e m "  c o n s i s t i n g  o f  s e v e r a l  t h e o ­
r i e s  o f  s e v e r a l  s i m i l a r i t y  t y p e s  a n d  s e v e r a l  p o s s i b l e  " i n t e r ­
p r e t a t i o n s "  ( i . e .  c o n n e c t i o n s ) b e t w e e n  t h e s e  t h e o r i e s  a n d  l a n ­
g u a g e s .  Hence  t h i s  i s  n o t  a  m e re  t r a n s l a t i o n  o f  U n i v e r s a l  
A l g e b r a  i n t o  c a t e g o r y  t h e o r e t i c a l  l a n g u a g e ,  b u t  i n s t e a d  t h i s  i s  
a n  a p p r o a c h  t o  a  p r o b l e m  i n h e r e n t  b o t h  i n  U n i v e r s a l  A l g e b r a  a n d  
i n  M ode l  T h e o r y :  t o  a  p r o b l e m  w h ic h  h a s  n o t  b e e n  a t t a c k e d  i n  
s t a n d a r d  U n i v e r s a l  A l g e b r a  o r  Model  T h e o r y  y e t .  T h o u g h  i t  s h o u l d
b e  m e n t i o n e d  h e r e  t h a t :  t h e  " L a t t i c e  o f  V a r i e t i e s " ,  t h e " R e d u c t s "
Л
t h e  " C l o n e  a l g e b r a s " ,  s e e  G r ä t z e r  C79] , a r e  b r a n c h e s  i n  s t a n ­
d a r d  U n i v e r s a l  A l g e b r a  w h i c h  m i g h t  b e  a p p l i c a b l e  t o  t h e  p r e s e n t  
p r o b l e m .  Our  r e a s o n  o f  p o i n t i n g  t h i s  o u t  i s  t h a t  t h e r e  h a v e  
b e e n  m i s i n t e r p r e t a t i o n s  s a y i n g  t h a t  L a w v e r e ' s  A l g e b r a i c  T h e o r i ­
e s  w e r e  "new b o t t l e s  f o r  o l d  w i n e " .
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A l g e b r a i c  T h e o r i e s  h a v e  b e e n  w i d e l y  a p p l i e d  t o  t h e  q u o t e d  
C o m p u t e r  S c i e n c e  p r o b l e m s  a n d  f r o m  t h e s e  a p p l i c a t i o n s  t h e  
t h e o r y  i t s e l f  b e n e f i t e d  c o n s i d e r a b l y .  Some o f  t h e  r e f e r e n c e s  
a r e :  E l g o t  [ 7 1 3 ,  C 7 5□, T i u r y n  [ 7 9 a 3 , W a n d  [ 7 5 a 3 ,  C7 7 a l ' , G o g u e n -  
B u r s t a l l  [ 7 8 3 ,  Goguen e t  a l  [ 7 5 c 3 ,  W ag n e r  e t  a l  [ 7 7 1 ,  [ 7 6 1 , a n d  
o t h e r  w o rk s  o f  t h e  ADJ t e a m .  The f i e l d  i s  t o o  e x t e n s i v e  t o  make  
p r o p e r  r e f e r e n c e s  h e r e :  o u r  r e f e r e n c e s  a r e  s a m p l e s  c h o s e n  i n  a  
r a n d o m  m a n n e r .
B u r s t a l l  a n d  Goguen h a v e  made  a  d i s t i n c t i o n  h e r e  w h i c h  i s  
w o r t h  o f  e m p h a s i z i n g .  N a m e l y :  S t e p w i s e  r e f i n e m e n t  o f  p r o g r a m s  
a n d  s t e p w i s e  r e f i n e m e n t  o f  S p e c i f i c a t i o n s  a r e  tw o  d i f f e r e n t  
m a t t e r s  w h i c h  n e e d  d i f f e r e n t  t o o l s .  The  f o r m e r  n e e d s  R a t i o n a l  
A l g e b r a i c  T h e o r i e s  ADJ [ 7 6 1  , o r  i t e r a t i v e  o n e s  E l g o t  [ 7 5 1 ,  
w h i l e  t h e  s e c o n d  n e e d s  o n l y  "p l a i n " A l g e b r a i c  T h e o r i e s .  I n  
p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s ,  i n  t h e i r  s t e p w i s e  r e f i n e m e n t  e t c  no 
a l g o r i t h m s  a r e  i n v o l v e d .  S p e c i f i c a t i o n s  a r e  o n l y  d e c l a r a t i v e  
s t a t e m e n t s .  H e n c e  i n  t h e  t h e o r y  ( o r  f o u n d a t i o n s )  o f  S p e c i f i c a ­
t i o n s  no a l g o r i t h m i c  o r  " i t e r a t i v e "  n o t i o n s  a r e  n e e d e d .
S p e c i f i c a t i o n s  a r e  i m p o r t a n t  i n  t h e m s e l v e s .  S p e c i f i c a t i o n s  
a r e  a n s w e r s  t o  " w h a t"  w h i l e  p r o g r a m s  a r e  a n s w e r s  t o  "how " .  
S o m e t im e s  i t  i s  m ore  i m p o r t a n t  t o  u n d e r s t a n d  c l e a r l y  w h a t  we 
a r e  t r y i n g  t o  d o  t h a n  t o  u n d e r s t a n d  how we a r e  a c t u a l l y  t r y i n g  
t o  do  i t .  C o n s c i o u s n e s s  o f  w h a t  o n e  r e a l l y  d o e s  i n t e n d  t o  do 
a n d  w h a t  o n e  d o e s  n o t  ( a n d  w h a t  o n e  j u s t  h a p p e n s  t o  do  w i t h o u t  
r e a l l y  i n t e n d i n g )  i s  o f  v a l u e .
An a u t o n o m o u s  t h e o r y  o f  s p e c i f i c a t i o n s  i n  t h e i r  own r i g h t  
i s  b a d l y  n e e d e d .  An a p p r o a c h  t o  t h a t  i s  B u r s t a l l - G o g u e n  [ 7 7 1 ,  
[ 7 9 ] ' " ,  G o g u e n - B u r s t a l l  [ 7 8 ] ,  [ 7 9 1  , [ 7 9 ]  , M o s s e s  [ 7 9 ]  e t c .
( 1 0 . 3 ) :  The c a t e g o r y  o f  a l l  f i r s t  o r d e r  t h e o r i e s  a n d  t h e i r  
m o r p h i s m s  c a n  b e  t r e a t e d  n a t u r a l l y  b y  u s i n g  C y l i n d r i c  A l g e b r a sл
N é m e t i - S a i n  [ 7 8 ]  . H e r e  a  t h e o r y  c o r r e s p o n d s  t o  a  c y l i n d r i c
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a l g e b r a  a n d  a  t h e o r y  m o r p h i s m  c o r r e s p o n d s  t o  a n  o r d i n a r y  homo­
m o r p h i s m  b e t w e e n  tw o  c y l i n d r i c  a l g e b r a s .  T h i s  c o r r e s p o n d e n c e  
w o r k s  b o t h  w a y s .  A r e p r e s e n t a t i o n  t h e o r e m  t o  t h i s  e f f e c t  was  
f o r m u l a t e d  i n  N é m e t i - S a i n  [ 7 8 ]  , a n d  S a i n  С79Ы  .T h e  c a t e g o r y  
o f  t h e o r i e s  o b t a i n e d  t h i s  way i s  c o m p l e t e  a n d  c o c o m p l e t e ,  t h e n c e  
" T h e o r y  P r o c e d u r e s "  o f  B u r s t a l l - G o g u e n  [ 7 7  I d o  w ork  i n  t h i s  
s e t t i n g  t o o .  H e r e ,  t h e  s o  c a l l e d  " R e g u l a r  C y l i n d r i c  A l g e b r a s " 
a r e  t h e  m a i n  t o o l  t o  h a n d l e  a l l  f i r s t  o r d e r  t h e o r i e s  s e e  
N é m e t i - S a i n  [78]**. F o r  R e g u l a r  C y l i n d r i c  A l g e b r a s  s e e  H e n k i n -  
M o n k - T a r s k i  [ 7 9 ] ’ , A n d r é k a - G e r g e l y - N é m e t i  [ 7 7 ] ,  N é m e t i - S a i n  
[ 7 8 ]  , I n  t h e  l a t t e r  tw o  r e f e r e n c e s  t h e y  w e r e  c a l l e d  " i . - f i n i t e "  
i n s t e a d  o f  " r e g u l a r " .  " B a s e  h o m o m o r p h i s m s " o f  c y l i n d r i c  s e t  
a l g e b r a s  d o  r e p r e s e n t  t h e o r y  m o r p h i s m s  s e e  S a i n  [ 7 9 b ]  , A n d r é k a -  
N é m e t i  C79b]  .
By t h i s  k i n d  o f  A l g e b r a i c  L o g i c  o n e  c a n  go b e y o n d  c l a s s i c a l  
f i r s t  o r d e r  l o g i c  a n d  l a n g u a g e s  a s  was  sh o w n  i n  A n d r é k a - G e r g e l y -  
N é m e t i  [ 7 7 ] ,  and  N é m e t i - S a i n  [ 7 8 ]  . I . e .  C y l i n d r i c  A l g e b r a  
T h e o r y  i s  a  n a t u r a l  f r a m e  f o r  d o i n g  A b s t r a c t  Model  T h e o r y  t h e  
i m p o r t a n c e  o f  w h i c h  s t e m s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  many o f  r e c e n t  
a c t i v i t i e s  i n  C o m p u t e r  S c i e n c e  do  b e l o n g  t o  A b s t r a c t  Model  
T h e o r y  Makowsky [ 8 0 ]  , S a i n  [ 7 9 a ]  . A b o u t  o t h e r  c o n n e c t i o n s  
b e t w e e n  c y l i n d r i c  o r  r e l a t e d  a l g e b r a s  a n d  c o m p u t e r  s c i e n c e  s e e
v a n  Emde B o as  [ 7 9 ] ,  
A n d r é k a - N é m e t i  [ 7 9 c ]
P r a t t  [ 7 9 b ] 5' ,  Kozen  [ 79 ] " ,  S c h ö n f e l d  [ 7 8 ] ,
" ,  A n d r é k a - N é m e t i - S a i n  С 80 ]  , N é m e t i  [ 8 0 ]  .
The  a b o v e  q u o t e d  3 a p p r o a c h e s  t o  t h e  C a t e g o r y  o f  T h e o r y  
M o r p h i s m s  a r e  c o m p l e m e n t a r y ,  i t  i s  n o t  t h e  i s s u e  " w h i c h  o n e  i s  
t h e  r e a l  o n e "  b u t  i n s t e a d :  "how t o  u s e  t h e m  t o g e t h e r ,  how e a c h  
o n e  c a n  p r o f i t  f r o m  t h e  o t h e r s " .  Such  c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  ( 1 0 . 2 )  
a n d  ( 1 0 . 3 )  h a s  a l r e a d y  b e e n  e l a b o r a t e d  i n  N é m e t i - S a i n  [ 7 8 ]  
w h i c h  w a s  a l s o  i n t e n d e d  t o  b e  a n  e a s i l y  c o m p r e h e n s i b l e  i n t r o ­
d u c t i o n  t o  ( 1 0 . 3 )  a n d  t o  p a r t s  o f  ( 1 0 . 2 ) .
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11 DYNAMIC ALGEBRAS, MODEL THEORY OF DYNAMIC LOGIC,
OF LOGIC FOR REASONING ABOUT PROGRAMS, ABOUT
ACTIONS
I f  B o o l e ' s  w ork  w as  a  b r e a k t h r o u g h  i n  c l a s s i c a l  l o g i c  t h e n  
D y n am ic  A l g e b r a s  P r a t t  [ 7 9 :  a r e  a  b r e a k t h r o u g h  i n  d y n a m i c  l o g i c
a n d  r e l a t e d  s y s t e m s  ( e . g .  p r o g r a m v e r i f i c a t i o n ) .
I n  C o m p u t e r  S c i e n c e  a n d  r e l a t e d  f i e l d s  t h e r e  h a v e  b e e n  
a r o u n d  l o g i c a l  s y s t e m s  i n  w h i c h  r e a s o n i n g  a b o u t  c o n s e q u e n c e s  o f  
" a c t i o n s "  i s  a l s o  p o s s i b l e .  I . e .  i n  a d d i t i o n  t o  b e i n g  a b l e  t o  
s a y  " A l l  h u m a n s  a r e  m o r t a l " ,  " S o k r a t e s  i s  human" e t c .  we a r e  
a l s o  a l l o w e d  t o  s a y  " A f t e r  t h r o w i n g  t h e  s w i t c h  t h e r e  w i l l  b e  
l i g h t  " o r  " A f t e r  t o u c h i n g  t h e  h o t  s t o v e  t h e r e  w i l l  b e  p a i n  " .  
T h e  new p a t t e r n  o f  t h o u g h t  a p p e a r i n g  i n  t h e s e  l o g i c s  a r e  o f  
t h e  k i n d  " A f t e r  d o i n g  a c t i o n  p  i t  w i l l  b e  t h e  c a s e  t h a t  Ф " 
w h e r e  cp i s  a  f o r m u l a  o f  c l a s s i c a l  l o g i c .  T h e s e  p a t t e r n s  o f  
t h o u g h t  a r e  a t  t h e  v e r y  c o r e  o f  human r e a s o n i n g  a n d  h e n c e  s u c h  
l o g i c s  h a v e  a p p e a r e d  n o t  o n l y  i n  C o m p u t e r  S c i e n c e  b u t  a l s o  i n  
" C h i l d  P s y c h o l o g y " ,  " D e v e l o p m e n t a l  P s y c h o l o g y " ,  " L i n g u i s t i c s " ,  
" C y b e r n e t i c s " ,  s e e  e . g .  P a s k  [ 7 6 : .  I n  C o m p u t è r  S c i e n c e  some o f  
t h e s e  new l o g i c s  f o r  r e a s o n i n g  a b o u t  a c t i o n s  a r e  :
L o g i c  f o r  R e a s o n i n g  a b o u t  P r o g r a m s :  F l o y d  [ 6 7 : ,
B u r á t á l l  [ 69 : , E m d e n - K o w a l s k i  [ 7 4 : ,  H o a r e - L a u e r  L I A I ,
Manna C 7 4 : , J a n s s e n - v a n  Emde B o as  [ 7 7 b : ,  H a r e l - P r a t t  [ 7 7 : ,  
P n u e l i  [ 7 7 : ,  Cook [ 7 8 : ,  G e r g e l y - S z 5 t s  [ 7 8 : , G e r g e l y - U r y  [ 7 8 :  
A n d r é k a - N é m e t i - S a i n  [ 7 9 : ,  [ 7 9 a :  ' ,  [ 7 9 b :  , B e r g s t r a -  
T i u r y n  [ 7 9 :  , N é m e t i  [ 8 0 a :  .
L o g i c  o f  A c t i o n s :  M c C a r t h y - H a y e s  [ 6 9 :  , H a y e s  [ 7 1 : ,
E . T ó t h  [ 7 8 :  .
R o b o t  L o g i c s :  M c C a r t h y - H a y e s  [ 6 9 : " ,  H a y es  [ 7 1 : , [ 7 7 : ,  
S t e p á n k o v á - H a v e l  [ 7 6 :  , [ 7 7 :  , S t e p á n k o v á  [ 7 8 :  .
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L o g i c  f o r  R e p r e s e n t i n g  K n o w le d g e  i n  A . I . :  M c C a r t h y - H a y e s  
[6 9 3  , H a y e s  [7 7 3  .
L o g i c  f o r  S y s t e m s  w h i c h  G e n e r a t e  P l a n s :  M c C a r t h y - H a y e s  
[ 6 9 з \  W a r r e n  [ 7 б з ”, Bowen [7 9 3  .
Л
-  P r o c e s s l o g i c : P a s k  [ 7 6 3 ,  P r a t t  [ 7 9 c 3  .
A l g o r i t h m i c  L o g i c :  R a s i o w a  [ 7 3 3 ,  [ 7 7 3 ,  E n g e l e r  [ 7 4 3 ,  
M i r k o w s k a  [ 7 7 3 ,  [ 7 8 3 ,  [ 8 0 3 * ,  v a n  Emde Boas  [ 7 8 3 ,
G t a b o w s k i  [ 7 8 3 ,  S a l w i c k i  [ 7 8 ] .
D ynam ic  l o g i c  i s  i n t e n d e d  t o  b e  t h e  common " b a c k b o n e "  o f  a l l  
t h e s e  a n d  r e l a t e d  l o g i c s ,  a n d  a c c o r d i n g l y  i t s  a im  i s  t o  f i n d  
t h a t  b a s i c  s t r u c t u r e  w h i c h  i s  common i n  a l l  t h e s e  l o g i c s ,  t h a t  
b a s i c  s t r u c t u r e  w h i c h  m a k es  a l l  o f  t h e m  t i c k  P r a t t  [ 7 7 3 ,
P a r i k h  [ 7 8 ] ,  S e g e r b e r g  [ 7 7 з ,
J u s t  a s  i n  B o o l e ' s  c a s e ,  t h e  m o s t  b a s i c  i d e a s  a g a i n  w e r e  
b o i l e d  down i n t o  a l g e b r a i c  f o r m ,  s e e  P r a t t  [ 7 9 a ] 5' ,  [ 7 9 Ь з " ,
K ozen  [ 7 9 ] “ , [ 7 9 a ] ”' ,  [ 7 9 b ] “ , A n d r é k a - N é m e t i  [ 7 9 c ] “ , A n d r é k a -  
N é m e t i - S a i n  [ 8 0 ] “ . D ynam ic  A l g e b r a s  a r e  i n t e r m e d i a t e  b e t w e e n  
B o o l e a n  a l g e b r a s  a n d  C y l i n d r i c  A l g e b r a s ,  s e e  P r a t t  [ 7 9 b ] " .
F o r  C y l i n d r i c  D ynam ic  A l g e b r a s  s e e  N é m e t i - S a i n  [ 7 8 ] ”.'
The  P r o p o s i t i o n a l  M odel  T h e o r y  o f  D y n am ic  L o g i c  i s  a  c l e a r  
K r i p k e  s t y l e  o n e  P r a t t  [ 7 7 ] ,  S e g e r b e r g  [ 7 7 3 ,  P r a t t  [ 7 9 a 3  w h i c h  
f i t s  b e a u t i f u l l y  i n t o  t h e  s y s t e m  o f  m o d e l  t h e o r i e s  o f  w e l l  
u n d e r s t o o d  l o g i c s .  A b o u t  t h e  F i r s t  O r d e r  M odel  T h e o r y  o f  
D y nam ic  L o g i c  t h e r e  a r e  some c o n t r o v e r s i e s :  t h e r e  i s  a  " S t a n ­
d a r d  M ode l  T h e o r y "  s c h o o l  a n d  a  " N o n s t a n d a r d  M ode l  T h e o r y "  
s c h o o l .  T h i s  c o n t r o v e r s y  i s  s t u d i e d  i n  S á n t á n é - T ó t h - S z 5 t s  [793* 
a n d  S a i n  [ 7 9 а з * .  The l a t t e r  i s  a d e e p  a n a l y s i s  o f  t h e  s i t u a t i o n  
a n d  t h r o w s  some l i g h t  on  w h a t  i s  r e a l l y  b e h i n d  a l l  t h e s e  
" s c h o o l s " .
B e h a v i o u r  o f  p r o g r a m s  i n  n o n s t a n d a r d  m o d e l s  i s  a n a l o g o u s  
t o  b e h a v i o u r  o f  s e t s  i n  " n o n - 6 " - m o d e l s  o f  S e t  T h e o r y :  T h e r e
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e x i s t  m o d e l s  o f  S e t  T h e o r y ( Z F ) i n  w h i c h  t h e r e  a r e  i n f i n i t e l y  
d e s c e n d i n g  c h a i n s , b u t  s t i l l  t h e  A x io m  o f  F o u n d a t i o n  i s  v a l i d  i n  
t h e m .  The r e a s o n  i s  t h a t  o n e  c a n  b l o w  up  a  m o d e l  o f  ZF b y  e . g .  
u l t r a p o w e r s  b u t  t h e n  t h e  " m e a s u r e "  o r  " s c a l e "  o f  " b e i n g  a  s e t  
o r  n o t "  i s  b l o w n  up  " s y n c h r o n o u s l y " .  A n a l o g o u s l y ,  when b l o w i n g  
up  a  m o d e l  o f  D y n a m ic  L o g i c  i n t o  a  n o n s t a n d a r d  o n e  t h e  t i m e -  
s c a l e  o f  " p r o g r a m  r u n s "  i s  b lo w n  up  s y n c h r o n o u s l y  a n d  t h i s  way 
o n e  o b t a i n s  r e a s o n a b l e  p r o g r a m  b e h a v i o u r .
Some r e f e r e n c e s  f r o m  N o n s t a n d a r d  ( o r  H e n k i n - T y p e )  M odel  
T h e o r y  o f  D y n a m ic  L o g i c  a r e  A n d r é k a - N é m e t i  C78H , C 7 8 a3 ,  C78J ,  
A n d r é k a - N é m e t i - S a i n  C79aH , C79b3 , C793 , C s i r m a z  C793 , C79a3 , 
(80H , G e r g e l y - U r y  C78H, N é m e t i  C80aJ , N é m e t i - A n d r é k a - S a i n  
C79aJ , S a i n  C79aH . F o r  t h e  S t a n d a r d  M ode l  T h e o r y  a p p r o a c h  t o  
F i r s t  O r d e r  D y n a m ic  L o g i c  s e e  e . g .  H a r e l  C793 .
Remark  :
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  a b o v e  s u r v e y e d  d i r e c t i o n s  10 , 11 , t h e
e n c l o s e d  b i b l i o g r a p h y  c o n t a i n s  some new r e f e r e n c e s  i n  d i r e c t i o n s  
1 - 9  t o o ,  e . g .  L e h m a n n - P a s z t o r  H80^ w h i c h  c o n t a i n s  
r e s u l t s  c o n n e c t i n g  s e e m i n g l y  d i f f e r e n t  b r a n c h e s  s u c c e s f u l l y ,  
a n d  i n t r o d u c e s  new m e t h o d s  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  " A D J - t o o l s  o f  
A l g e b r a i c  s e m a n t i c s  o f  p r o g r a m m i n g " .
A d á m e k , J .  C793 : C o n s t r u c t i o n  o f  f r e e  o r d e r e d  a l g e b r a s .
P r e p r i n t ,  P r a h a ,  1 9 7 9 .
A d á m e k , J .  С79a3 : On t h e  C o g e n e r a t i o n  o f  A l g e b r a s .
I n :  M a t h e m a t i s c h e  N a c h r i c h t e n  88 / 1 9 7 9 /  p p . 3 7 3 - 3 8 4 .
ADJ: See  G o g u e n  e t  a l ,  T h a t c h e r  e t  a l ,  W agner  e t  a l ,
W r i g h t  e t  a l .
ADJ C76^ : G o g u e n , J . A .  T h a t c h e r , J . W .  W a g n e r , E . G .  W r i g h t , J . B . :
R a t i o n a l  A l g e b r a i c  T h e o r i e s  a n d  F i x e d - P o i n t  S o l u t i o n s .  P r o c .  
IEEE 1 7 t h  Symp.  on  F o u n d a t i o n s  o f  C o m p u t e r  S c i e n c e  / H o u s t o n ,  
T e x a s /  1 9 7 6 ,  p p . 1 4 7 - 1 5 8 .
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A n d r é k a , H. B u r m e i s t e r , P . N é m e t i , I .£ 80^ : On Q u a s i v a r i e t i e s  o f
P a r t i a l  A l g e b r a s .  / I n  t h e  s e r i e s :  T o w a r d  a m a n a g e a b l e  m ode l  
t h e o r y  o f  P a r t i a l  A l g e b r a s /  P r e p r i n t  T e c h n i s c h e  H o c h s c h u l e  
D a r m s t a d t  1 9 8 0 .
A n d r é k a , H .  G e r g e l y , T .  N é m e t i , I .  £ 723 : H i e r a r c h y  o f  l a n g u a g e s
f o r  A , I ,  I n  H u n g a r i a n .  P u b l i c a t i o n s  o f  C e n t r a l  R e s .  I n s t .
P h y s . B u d a p e s t ,  No. K F K I - 7 2 - 4 6 .  1 9 7 2 .
A n d r é k a , H .  N é m e t i , I .  £78^ : A c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  F l o y d  p r o v a b l e
p r o g r a m s .  To a p p e a r  i n  P r o c .  C o l l .  L o g i c  i n  P r o g r a m m i n g  
S a l g ó t a r j á n  1 9 7 8 ,  C o l l o q .  M a t h .  S o c . J . B o l y a i  -  N o r t h - H o l l a n d .
A n d r é k a , H .  N é m e t i , I .  £ 79a^ : N éhány  m a g y a r o r s z á g i  k u t a t á s  a  s z á ­
mi t á s t u d o m á n y  m a t e m a t i k a i  a l a p j a i  t e r é n .  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  
"NJSZT E l s ő  O r s z á g o s  K o n g r e s s z u s a " ,  1 9 7 9 .  p p . 5 - 1 2 .
A n d r é k a , H. N é m e t i , I .  £ 79Ы  : B ase  h o m o m o r p h i sm s  o f  g e n e r a l i z e d
c y l i n d r i c  s e t  a l g e b r a s .  M a n u s c r i p t ,  1 9 7 9 .
A n d r é k a , H. N é m e t i , I .  £ 79c^ : E v e r y  f r e e  a l g e b r a  i n  t h e  v a r i e t y
g e n e r a t e d  b y  t h e  r e p r e s e n t a b l e  d y n a m i c  a l g e b r a s  i s  s e p a r a b l e  
a n d  r e p r e s e n t a b l e .  P r e p r i n t  M a t h .  I n s t .  Hung.  A c a d .  S e i . 1 9 7 9 .
T O  1 p n o  p '  *■-' rnV> р л г о * -  ’ r r  » >1 *- о  r- Q r* i P  ’
A n d r é k a , H. N é m e t i , I .  S a i n , I .  £ 7 9 a : : C o m p l e t e n e s s  p r o b l e m s  i n
v e r i f i c a t i o n  o f  p r o g r a m s  an d  p r o g r a m  s c h e m e s .  P r o c .  C o l l .
MFCS'79 O lo m o u c ,  L e c t u r e  N o t e s  i n  C o m p u t e r  S c i e n c e  74 
p p . 2 0 8 - 2 1 8 ,  S p r i n g e r - V e r l a g ,  1 9 7 9 .
A n d r é k a , H. N é m e t i , I .  S a i n , I .  £ 7 9 b ] : H e n k i n - t y p e  s e m a n t i c s  f o r
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A SURVEY OF SEMANTICS OF FLOYD-HOARE DERIVABILITY
L á s z l ó  CSIRMAZ
M a t h e m a t i c a l  I n s t i t u t e ,  H u n g a r i a n  Academy o f  
S c i e n c e s ,  B u d a p e s t
The a im  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  g i v e  some r e c e n t  r e s u l t s  and  
some o p e n  p r o b l e m s  on  t h i s  s u b j e c t .  The r e a d e r  i s  s u p p o s e d  t o  
b e  f a m i l i a r  w i t h  t h e  b a s i c  n o t a t i o n  o f  p r o g r a m  v e r i f i c a t i o n  
a n d  m o d e l  t h e o r y ,  t h e  c o n c e p t s  u s e d  h e r e  a r e  b a s i c a l l y  f r o m  [6 ]  
a n d  [ 1 0 ] .
1. D e f i n i t i o n s
1 . 1 .  The s y n t a x  o f  p r o g r a m s
H e r e  we u s e  t h e  e x p r e s s i o n  " p r o g r a m "  i n s t e a d  o f  
" p r o g r a m  s c h e m e "  i n  [ 1 0 ] .  L e t  d  b e  a  s i m i l a r i t y  t y p e , i . e .  
d = < C , R , F , f  , f F > w h e r e  C , R , F  a r e  t h e  s e t s  o f  c o n s t a n t ,  r e l a ­
t i o n ,  a n d  f u n c t i o n  s y m b o l s  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  t h e  f u n c t i o n s f R 
a n d  f_, a s s i g n  t o  t h e .  r e l a t i o n  ( f u n c t i o n )  s y m b o l s  t h e i r  a r i t i e s .
Г
The s e t  Y = (y.  ^ : i  G w} i s  t h e  s e t  o f  v a r i a b l e  s y m b o l s  , h e r e  ш d e ­
n o t e s  t h e  s e t  o f  n a t u r a l  n u m b e r s .  L = { : i  € odj i s  t h e  s e t  o f
l a b e l s . F i n a l l y ,  t h e  p r o g r a m s  may c o n t a i n  t h e  f o l l o w i n g  o t h e r  
s y m b o l s ,  t o o :
, I F , THEN, HALT, an d  :
T h e r e  a r e  t h r e e  t y p e s  o f  ( l a b e l l e d )  com m ands ,  n a m e l y
( i )  a s s i g n a t i o n  o f  t h e  f o r m  £ : y  «- т , h e r e  £ G L i s  a 
l a b e L ,  y G Y i s  a  v a r i a b l e  s y m b o l ,  a n d  т i s  a  d - t y p e
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t e r m  [ 6 ]  w i t h  v a r i a b l e s  f r o m  Y;
( i i )  i f —s t a t e m e n t  Z : I F  x THEN Z f , h e r e  Zf Z'  € L a n d  x i s  
a  d - t y p e  q u a n t i f i e r - f r e e  f o r m u l a ;  f i n a l l y
( i i i )  t h e  h a l t  command Z : HALT.
The p r o g r a m  i s  a  f i n i t e  s e q u e n c e  o f  l a b e l l e d  com m ands ,  i n
w h i c h
-  no t w o  m em bers  h a v e  t h e  same l a b e l ,
-  e v e r y  l a b e l  o c c u r r i n g  i n  t h e  p r o g r a m  i s  a  l a b e l  o f  some 
co m m an d ,
-  t h e  l a s t  command i s  a  h a l t  com m and ,  an d
-  ( f o r  t e c h n i c a l  r e a s o n s )  t h i s  i s  t h e  o n l y  h a l t  command i n  
t h e  p r o g r a m .
The s e t  o f  p r o g r a m s  i s  d e n o t e d  b y  P ^ ,  i f  p G t h e n  i t s  
p a r t s  a r e  d e n o t e d  a s
P — ^ f ^ 1 • f ’ 1 ’ J ^ n - 1 * u n - j  * HALT> .
M o r e o v e r ,  t h e  s e t  {yQ, y 1 , .  . . , у е - 1 } c o n t a i n s  a l l  t h e  v a r i a b l e  
s y m b o l s  o c c u r r i n g  i n  t h e  p r o g r a m  p ,  s u c h  t h a t  ( e - 1 )  i s  t h e  
maximum o f  t h e  i n d i c e s  o f  v a r i a b l e s  o c c u r r i n g  i n  p .  We c a l l  y e 
t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e  o f  p .
1 . 2 .  T h e  s e m a n t i c s  o f  p r o g r a m s
W h i l e  ( a l m o s t )  e v e r y b o d y  a g r e e s  w i t h  o u r  d e f i n i t i o n  
o f  p r o g r a m  s y n t a x ,  t h e r e  a r e  g r e a t  d e v i a t i o n s  i n  t h e  d e f i n i ­
t i o n  o f  s e m a n t i c s .  H e r e  we t r y  t o  b e  a s  g e n e r a l  a s  p o s s i b l e ,  
a n d  we h o p e  t h a t  o u r  p r o p o s a l  c o v e r s  a l l  t h e  p r e v i o u s  d e f i n i ­
t i o n s .  To d e f i n e  s e m a n t i c s ,  we n e e d ,  f i r s t  o f  a l l ,  t h e  u n i v e r ­
s e  D o f  d a t a  v a l u e s .  We a r e  a l l o w e d  t o  o p e r a t e  o n  d a t a  v a l u e s  
( b y  t h e  s y m b o l s  o f  t h e  s i m i l a r i t y  t y p e  d ) ,  t h e r e f o r e  D m u s t  b e  
e n d o w e d  w i t h  a  s t r u c t u r e .  T h i s  s t r u c t u r e  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  Q 
( c f . [ 6 , 5 ] ) .  T h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  s e m a n t i c s  o f  a  p r o g r a m  i s  a  
p r e c i s e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  r u n  o f  t h i s  p r o g r a m .  B u t  t h e  r u n  i s  
n o t  a  s t a t i c  b u t  a  d y n a m i c  p h en o m en o n  s o  we s h o u l d  know so m e ­
t h i n g  a b o u t  t h e  s t r u c t u r e  o f  " t i m e " .  T h i s  s t r u c t u r e  i s  o f t e n
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i d e n t i f i e d  w i t h  о b u t  we n e e d  n o t  go  s o  f a r .  The p r o g r a m  r u n  i s  
d i s c r e t e  a n d  i t  s t a r t s  s o m e t i m e .  T h e r e f o r e ,  i f  T d e n o t e s  t h e  
s e t  o f  t i m e  p o i n t s ,  we r e q u i r e  e v e r y  b  G T t o  h a v e  a  ( u n i q u e )  
s u c c e s s o r  t i m e  p o i n t  d e n o t e d  b y  b + 1 ,  a n d  we r e q u i r e  T t o  h a v e  
a  v e r y  f i r s t  t i m e  p o i n t  d e n o t e d  by  0 G T. So t h e  t i m e  s t r u c t u r e  
Ï  i s  s u p p o s e d  t o  b e  o f  t y p e  t  w h e r e  t  c o n t a i n s  t h e  c o n s t a n t  
s y m b o l  0 a n d  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l  "+1"  o f  a r i t y  1.
F i n a l l y ,  we s h o u l d  h a v e  memory r e g i s t e r s  ( o r  l o c a t i o n s )  
s u c h  t h a t  e v e r y  l o c a t i o n  s h o u l d  b e  c a p a b l e  t o  c o n t a i n  a n y  d a t a  
v a l u e  f r o m  D. T h e  s e t  o f  l o c a t i o n s  i s  d e n o t e d  by  I ,  t h i s  c a n  
b e  a  f i n i t e  o r  i n f i n i t e  s e t .  And, o f  c o u r s e ,  we h a v e  a  f u n c ­
t i o n  C ( s , b )  w h i c h  a s s i g n s  t o  t h e  l o c a t i o n  s  G I  a n d  t h e  t i m e  
p o i n t  b G T t h e  a c t u a l  c o n t e n t  C ( s , b )  G D o f  t h e  l o c a t i o n  s  a t  
t h e  t i m e  b .  The  c o n t e n t  o f  l o c a t i o n  s  G I  may c h a n g e  d u r i n g  
t i m e ,  t h i s  c a n  b e  e x p r e s s e d  by CÍ S j b ^  ) f  C ( s , b 2 ) .  S u m m a r i z i n g ,  t h e  
e n v i r o n m e n t  i n  w h i c h  o u r  p r o g r a m s  r u n  i s  a  q u a d r u p l e  
M = < T , D , I , C > ,  w h e r e  ^  i s  t h e  t i m e  s t r u c t u r e ,  Q i s  t h e  d a t a  
s t r u c t u r e ,  I  i s  t h e  s e t  o f  t h e  l o c a t i o n s ,  a n d  C : I * T  -  D i s  
t h e  " c o n t e n t  o f . . .  a t  t i m e . . . "  f u n c t i o n .  We r e f e r  t o  t h e  q u a d ­
r u p l e  M = < T , Q , I , C >  a s  a  t i m e - m o d e l , c f .  [ 1 , 4 , 5 , 1 1 , 1 2 ] .
C o n s i d e r ,  e . g .  t h e  s t a t e m e n t  "y  y + 1 "  w h i c h  f r e q u e n t l y  
o c c u r s  i n  p r o g r a m s .  S u p p o s e  t h a t  t h e  v a r i a b l e  s y m b o l  y  c o r r e s ­
p o n d s  t o  t h e  l o c a t i o n  s G I .  The e x a c t  d e f i n i t i o n  o f  t h e  e x e ­
c u t i o n  o f  t h i s  s t a t e m e n t  c a n  b e  g i v e n  b y  " C ( s , b + 1 )  = C ( s , b )  + 1 " .
Now, we h a v e  a l l  t h e  t o o l s  t o  d e f i n e  t h e  s e m a n t i c s .
L e t  p  G b e  a  p r o g r a m  an d  l e t  M = < £ , Q , I , C >  b e  a  t i m e -  
- m o d e l .  We a s s u m e  t h a t  Q i s  a  d - t y p e  s t r u c t u r e ,  a n d  t h e  s e t  L 
o f  l a b e l s  c o n s i s t s  o f  c o n s t a n t  t e r m s  o f  t y p e  d .  C o n s e q u e n t l y  
we may a s s o c i a t e  t o  e a c h  l a b e  G L a  u n i q u e  member  £.  G D 
d e f i n e d  by  t h e  same t e r m ,  a n d  a s s u m e  t h a t  i f  i f j  t h e n  ^ £ ^ .
L e t  t h e  s e t  ( У д , . . . , y e _ ^ } c o n t a i n  a l l  t h e  v a r i a b l e s  o c c u r r i n g
i n  t h e  p r o g r a m  p  = <£Q : u Q, £ 1 : u ^ . . . ,  £n : HALT> .
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The ( e + l ) - t u p l e  o f  l o c a t i o n s  s  = < S g M . . , s e > i s  a  t r a c e
( o f  t h e  r u n ) o f  p  i n  M, i f  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t s  ( i ) ,  ( i l )
h o l d .  R e c a l l  t h a t  y. i s  t h e  c o n t r o l  v a r i a b l e .J e
( i )  C ( s e , 0 )  = £* .
( i i ) F o r  e v e r y
I f  C ( s  , b )  = Z
"V «- t "
J w
b
*
m
G T, C ( s e , b )  i s  a n  e l e m e n t  o f
w h e r e  m á n  a n d  t h e  command u  i sm
t h e n  C ( s e , b + 1 )  = £*+1 ,
C ( S j , b + l )  = C ( S j , b )  f o r  e v e r y  j  < e ,
j # w ,
C ( s w , b + 1 )  = T [ C ( s Q, b ) , . . .  , C ( s e _ 1 , b ) ]
" I F  X THEN £" t h e n  C ( S j , b + l )  = C ( S j , b )  f o r  e v e r y  i  < e ,  a n d
C ( s e , b + l )  i s  e i t h e r  Z* o r  £*+1
d e p e n d i n g  on w h e t h e r  xCC( S q , b  ) , . . . , C ( s g _ ^ , b ) ]  i s  t r u e  
o r  n o t ,  f i n a l l y  i n  c a s e  o f
"HALT" C ( s j , b +1  ) = C ( s j , b  ) f o r  e v e r y  j  á e .
The d a t a  v a l u e s  C ( s Q / 0 ) ,  C ( s ^ , 0 ) , . . . , C ( s e _ 1 , 0 )  f o r m  t h e
i n p u t  o f  t h e  p r o g r a m ,  a n d  i f  C ( s e , b )  = £* f o r  some b  G T ( i . e .  
t h e  p r o g r a m  h a l t s )  t h e n  t h e  v a l u e s  C ( s Q, b  ) , . . . , C ( s e _ ^ , b ) c o n ­
s t i t u t e  t h e  o u t p u t . Now l e t  a n d  <PQ u t  b e  tw o  d - t y p e  f i r s t
o r d e r  f o r m u l a s ,  a n d  f i x  t h e  t i m e  m o d e l  M. The  p r o g r a m  p  i s  
c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  cpi n  a n d  ф i n  M, i f  f o r  e v e r y  t r a c e  
o f  p  i n  M w h e n e v e r  t h e  i n p u t  d a t a  s a t i s f y  t h e  f o r m u l a  ф^п ( i n  
g ) ,  t h e  p r o g r a m  h a l t s  a n d  t h e  o u t p u t  d a t a  s a t i s f y  4>o u t *
I n  t h i s  p a p e r  we i n t e n d  t o  d e a l  w i t h  F l o y d - H o a r e  d e r i v a b i -  
l i t y  w h i c h  i s  c a p a b l e  t o  p r o v e  p a r t i a l  c o r r e c t n e s s  o n l y .  The 
p r o g r a m  p i s  p a r t i a l l y  c o r r e c t  i f  f o r  e v e r y  t r a c e  o f  p ,  w h e n ­
e v e r  t h e  i n p u t  s a t i s f i e s  ф. a n d  t h e  t r a c e  h a l t s  t h e n  t h e  o u t ­
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p u t  s a t i s f i e s  <p . . We w r i t e  t h i s  a s s e r t i o n  i n  t h e  f o r mo u t
и  t -  ( * i n . P . * o u t >-
1 . 3 .  The F l o y d - H o a r e  i n d u c t i o n  a s s e r t i o n s  m e t h o d
T h i s  m e t h o d  i n t r o d u c e d  i n  R . W . F l o y d  a n d  r e f o r m u l a t e d  
b y  C . A . R . H o a r e  i s  t h e  m o s t  commonly  u s e d  m e t h o d  f o r  p r o v i n g  
p a r t i a l  c o r r e c t n e s s  f r o m  a  d - t y p e  t h e o r y  T h .  I n  o u r  c a s e  t h i s  
m e t h o d  c a n  b e  r e s t a t e d  a s  f o l l o w s .
L e t  p E b e  a  p r o g r a m  o f  t h e  f o r m
p = <i,Q i Uq j Ä^ : u l f . . . , î - n  : HALT>,
a n d  l e t  cp^n a n d  <Po u t  b e  tw o  d - t y p e  f o r m u l a s .  The  p r o g r a m  i s
F l o y d - H o a r e  d e r i v a b l e  f r o m  Th w i t h  r e s p e c t  t o  ф^ п a n d  <f>o u t f
d e n o t e d  b y  Th t— ( cp. ,p,cp . ) ,  i f  t h e r e  a r e  f o r m u l a s  ф f o r  
1  i n  ^ o u t  m
m й n o f  t y p e  d  ( w i t h  v a r i a b l e s  f r o m  Y) s u c h  t h a t  t h e  f o l l o w ­
i n g  i m p l i c a t i o n s  a r e  d e r i v a b l e  f r o m  T h :
( i i )  i f  t h e  command u i s " y  *■ t " t h e nm w
%  * % + l [yw / T , y 0 ........... y e - l 1 1
( i i i )  i f  t h e  command um i s  " I F  x THEN t h e n
фт  л  X[ y 0 
a n d
Фт Л - |Х 1 у 0 .
( i v )  Фп фоиЬ
• • y e - i ] * « г  
, y e - l 1 * фт+ 1
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  i f  t h e  t i m e  s t r u c t u r e  5 i s  j u s t  
t h e  s e t  o f  n a t u r a l  n u m b e r s  w i t h  t h e  u s u a l  s u c c e s s o r  f u n c t i o n ,  
a n d  D Th ( i . e .  D i s  a  m o d e l  f o r  t h e  t h e o r y  T h ) t h e n
Th (<Pi n 'P'<Po u t ) i m p l i e s  Mh= ( Ф±П» Р / (PQ u t  ) • The  c o n v e r s e  o f  
t h i s  c l a i m  i s  n o t  t r u e ,  s e e  [ 4 , 2 , 9 ] .  H e r e  we g i v e  a  new a n d  
v e r y  s i m p l e  c o u n t e r e x a m p l e .
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L e t  t h e  s i m i l a r i t y  t y p e  d c o n s i s t  o f  t h e  o n e - p l a c e d  r e l a ­
t i o n  s y m b o l s  A a n d  B, t h e  o n e - p l a c e d  f u n c t i o n  s y m b o l  f ,  a n d  t h e  
c o n s t a n t s  0 , 1 , 2 , 3 .  The p r o g r a m  i n  q u e s t i o n  i s  
p  = <0 : I F  y 0 = f ( y Q ) THEN 3 ,
1 : У0 £ ( У о ь
2 : I F  y Q = y 0 THEN 0 ,
3 : HALT>.
0
3 "
2 "
1
0<>
L e t  t h e  s t r u c t u r e  2  b e  a s  i n d i c a t e d  o n  t h e  f i g u r e . T h e  
e f f e c t  o f  t h e  f u n c t i o n  f  i s  shown b y  t h e  a r r o w s .  The  e l e m e n t s  
s a t i s f y i n g  t h e  r e l a t i o n  A ( x )  a r e  j u s t  t h e  o n e s  w h i c h  a r e  i n  
t h e  c l o u d  A. S i m i l a r l y  f o r  B. L e t  Th b e  t h e  s e t  o f  f o r m u l a s  
w h i c h  a r e  t r u e  i n  D ( t h i s  Th i s  r e c u r s i v e l y  e n u m e r a b l e ) ,  a n d  
l e t  <p.n = A ( y 0 ) ,  „ o u t  = B ( y 0 ) .
O b v i o u s l y , M  | =  ( ф^ п , р , ф  ) f o r  e v e r y  t i m e  m o d e l  M t h e
t i m e  s t r u c t u r e  o f  w h i c h  i s  ш a n d  D Th .  B u t  Th ,p,<p ^ ).= /  i n r  o u t
I n d e e d ,  s u p p o s e  t h e  c o n t r a r y ,  a n d  l e t  $>(yQ) b e  t h e  f o r ­
m u l a  a t t a c h e d  t o  t h e  f i r s t  s t a t e m e n t  u Q. T h i s  f o r m u l a ,  s a y ,  
c o n t a i n s  к s y m b o l s  ( i n c l u d i n g  t h e  b r a c k e t s ,  i n d i c e s ,  e t c . )  a n d  
l e t  a  be  t h e  m i d d l e  e l e m e n t  o f  t h e  t h r e a d  o f  l e n g t h  1 0 k + l
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s t a r t i n g  f r o m  A. T h e n ,  b y  t h e  h y p o t h e s i s ,  g ^ Ф ( а ) .  B u t  t h e n  
g M* Ф ( а ' )  t o o ,  w h e r e  a '  i s  t h e  m i d d l e  e l e m e n t  o f  t h e  o t h e r  
t h r e a d  o f  l e n g t h  1 0 k + l ,  b e c a u s e  t h e  f o r m u l a  Ф c a n  s p e a k  a b o u t  
e l e m e n t s  ^ ( у 0 ) w i t h  - k  < i  < к o n l y  a n d  t h e y  h a v e  t h e  same 
p r o p e r t i e s  f o r  a  a n d  a ' .  So t h e  u p p e r m o s t  e l e m e n t  o f  t h e  t h r e a d  
c o n t a i n i n g  a '  s a t i s f i e s  t h e  f o r m u l a  <PQ u t » a  c o n t r a d i c t i o n .
2 .  The  R e s u l t s
We s h o u l d  l i k e  t o  g i v e  a  s e m a n t i c a l  c o u n t e r p a r t  t o  t h e  
F l o y d - H o a r e  d e r i v a b i l i t y , t h e r e f o r e  we may n o t  r e s t r i c t  o u r ­
s e l v e s  t o  t i m e  s t r u c t u r e s  i s o m o r p h i c  t o  o .  A n a t u r a l  g e n e r a l i z a ­
t i o n  w o u l d  b e  a l l o w i n g  t h e  t i m e  s t r u c t u r e  t o  b e  an y  m o d e l  o f  
some a x i o m  s y s t e m .  B u t  i f  t h e r e  a r e  u n r e a c h a b l e  t i m e  p o i n t s  
( i . e .  b G T s u c h  t h a t  b  ф 0+.1 + 1+. . . + 1 f o r  к  G о )  t h e n ,  i n  g e n -
k t i m e s
e r a l ,  we c a n  s a y  n o t h i n g  a b o u t  t h e  c o n t e n t s  o f  t h e  l o c a t i o n s  a t  
t h e  t i m e  b .  To s o l v e  t h i s  p r o b l e m  we r e q u i r e  t h e  t i m e - m o d e l s  M 
t o  s a t i s f y  some i n d u c t i o n - t y p e  f o r m u l a s .  To d e s c r i b e  t h e  e x a c t  
d e f i n i t i o n  we n e e d  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s .
2 . 1 .  The  t i m e - f o r m u l a s
L e t  t  b e  t h e  s i m i l a r i t y  t y p e  o f  t h e  t i m e  s t r u c t u r e  
T ,  d b e  t h a t  o f  g .  We h a v e  tw o  s o r t s  o f  v a r i a b l e s .  V a r i a b l e s  o f  
s o r t  t  a r e  e l e m e n t s  o f  X = {Xq , x . , . . . }  a n d  v a r i a b l e s  o f  s o r t  d
a r e  e l e m e n t s  o f  Y = { y 0 , y ^ , . . . }  . L e t  t h e  s e t  I  o f  l o c a t i o n s
b e  f i x e d .  The  e l e m e n t s  o f  I  w i l l  b e  u s e d  a s  c o n s t a n t s  i n  t h e  
t i m e - f o r m u l a s .  The e l e m e n t s  o f  TF ,  t h e  t i m e  f o r m u l a s  a r e  d e ­
f i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  ( r e c u r s i v e )  s c h e m a t a .
( i )  The  f i r s t  o r d e r  f o r m u l a s  o f  t  a r e  e l e m e n t s  o f  TF 
( w i t h  v a r i a b l e s  f r o m  X ) .
( i i )  The f i r s t  o r d e r  f o r m u l a s  o f  t y p e  d a r e  e l e m e n t s  o f  
TF ( w i t h  v a r i a b l e s  f r o m  Y ) .
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( i i i )  I f  s  6  I  i s  a  l o c a t i o n ,  G Y, a n d  т i s  a  t e r m  o f  
t y p e  t  w i t h  a l l  v a r i a b l e s  i n  X ,  t h e n  t h e  f o r m u l a  
Y j  = C ( s , t ) i s  i n  TF
( i v )  I f  ф a n d  Ÿ a r e  i n  T F , t h e n  t h e  f o r m u l a s  ncp, ( tpA' F)  
( ф Ч / У ) ,  ( ф -► У ) e t c .  a n d  t h e  f o r m u l a s  Ух^ф, З х .^ф ,
Уу^Ф, Эу^ф a r e  e l e m e n t s  o f  TF, t o o .
I n  t h e  f o r m u l a s  TF we a m a l g a m a t e  t i m e  a n d  d a t a  w i t h  t h e  
h e l p  o f  t h e  c o n t e n t  f u n c t i o n  C.
I f  we h a v e  a  t i m e  m o d e l  M = < T , Q , I , C > ,  a n d  a  f o r m u l a  
Ф G TF, t h e n  t h e  p h r a s e  " ф i s  t r u e  in M  u n d e r  t h e  i n t e r p r e t a ­
t i o n  b g , b j , . . . , a g , a ^ , . . . "  h a s  i t s  o b v i o u s  m e a n i n g ,  a n d  we d e ­
n o t e  i t  b y  M >= ф[Ьд , b ^  , . . . , a^  , a . ^, . . . ] , s u p p o s i n g  t h a t  b ,  G T
a n d  a^ G D f o r  i  G о .  We w r i t e M  И  ф i f  ф i s  t r u e  i n  M u n d e r  
e v e r y  a l l o w e d  i n t e r p r e t a t i o n .
Now l e t  u s  f i x  t h e  s e t  I  o f  l o c a t i o n s  a n d  t h e  s i m i l a r i t y
t y p e s  t  a n d  d .  T h e s e  d e t e r m i n e  u n i q u e l y  t h e  t i m e  f o r m u l a s  TF,
l e t  S G T F .  I f  i n  e v e r y  p o s s i b l e  t i m e  m o d e l M = < T , D , I , C >  w i t h
t h e  g i v e n  I , M S i m p l i e s  t h a t  t h e  p r o g r a m  p  i s  p a r t i a l l y
c o r r e c t  i n  M w i t h  r e s p e c t  t o  ф . a n d  ф , ( i . e . M  И=»(ф. , р , ф  . )) ~ i n  o u t  ~ i n  r  o u t
t h e n  we w r i t e  t h i s  f a c t  b y  S N  ^ i n ' P ,<po u t   ^ * The  f o l l o w i n 5 ira_ 
p o r t a n t  r e s u l t s  a r e  d u e  t o  A n d r é k a  a n d  N é m e t i  [ 5 , 1 , 1 1 , 1 4 ] :
T h e o r e m  1
S u p p o s e  S N= ( 'P in  ' P '  <Po u t  ) * T h e n  t h e r e  i s  a  f i n i t e  s u b s e t
S '  o f  S s u c h  t h a t  S '  H* ( ф . , р , ф  ^ ) .4 i n ' ^ ' o u t '
T h e o r e m  2
L e t  S b e  r e c u r s i v e l y  e n u m e r a b l e .  Then  t h e  t r i p l e t s
( (pi n ,p , (po u t  ) f o r  w h i c h  s  ^  ( ф1 п ' Р ' фо и ^  h o l d s  a r e  r e c u r s i v e l y  
e n u m e r a b l e ,  t o o .
T h e i r  p r o o f  C 1 4 ,1 1 3  o f  t h e  s e c o n d  t h e o r e m  g i v e s  a  c a l c u l u s
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w h i c h  p r o v e s  t h e  p a r t i a l l y  c o r r e c t n e s s  o f  a  p r o g r a m  i f  i t  i s  
i n d e e d  p a r t i a l l y  c o r r e c t .  T h i s  c a l c u l u s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  
e f f e c t i v e l y  f r o m  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  S ,  i . e .  t h i s  i s  n o t  o n l y  an  
e x i s t e n c e  t h e o r e m .
B u t  we a r e  g i v e n  a  c o n c r e t e  c a l c u l u s ,  n a m e l y  t h e  F l o y d -  
- H o a r e  m e t h o d  a n d  we a s k  i n  w h i c h  c a s e s  i t  i s  c o m p l e t e .
2 . 2 .  Axioms on  t h e  t i m e  s t r u c t u r e
From now on  we a s s u m e  t h a t  t h e  t i m e  s t r u c t u r e  s a t i s ­
f i e s  a  s e t  o f  a x i o m s  d e n o t e d  by  TA ( t i m e  a x i o m s ) .  We s h a l l  d i s ­
t i n g u i s h  t h r e e  m a in  c a s e s .
1.  TA i s  j u s t  t h e  m i n i m a l  s e t  o f  a x i o m s ,  d e n o t e d  by  TA^.
I t  c o n s i s t s  o f  f o r m u l a s  s t a t i n g  t h a t  e v e r y  e l e m e n t  h a s  e x a c t l y  
o n e  p r e d e c e s s o r  e x c e p t  f o r  0 ,  w h i c h  h a s  n o  p r e d e c e s s o r ,  and  
t h e r e  i s  n o  " l o o p "  i n  t h e  t i m e ,  i . e .
x + l = y + l - x = y
X ф 0 ■* 3 y ( x = y + l )
x+1 ф 0
X + J. + 1 +  . . .  + \  ф x  f o r  e v e r y  k = l , 2 , . . .
к t i m e s
The  m o d e l s  o f  TA.^ c o n t a i n  a  t h r e a d  i s o m o r p h i c  t o  со, a n d  
( p e r h a p s  a  l o t  o f )  t h r e a d s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  s e t  o f  i n t e g e r  
n u m b e r s .
2 .  The  s i m i l a r i t y  t y p e  t  c o n t a i n s  t h e  t w o - p l a c e d  r e l a t i o n  
s y m b o l  " й"  an d  ТА i s  t h e  t h e o r y  o f  d i s c r e t e  l i n e a r  o r d e r i n g  
w i t h  i n i t i a l  e l e m e n t .  ( T h i s  t h e o r y  s t a t e s  t h a t  й i s  a  l i n e a r  
o r d e r i n g  a n d  e v e r y  e l e m e n t  h a s  an  i m m e d i a t e  s u c c e s s o r ,  an d  
e v e r y  e l e m e n t ,  e x c e p t  f o r  t h e  l e a s t  o n e ,  h a s  an  i m m e d i a t e  p r e ­
d e c e s s o r . )  The i n i t i a l  e l e m e n t  i s  0 ,  a n d  x+1 i s  t h e  s m a l l e s t  
e l e m e n t  g r e a t e r  t h a n  x .  T h i s  t h e o r y ,  d e n o t e d  by  TA2 , i s  f i n i t ­
e l y  a x i o m a t i z a b l e . The  m o d e l s  o f  TA2 a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  o f
-З о -
ТА^ b u t  t h e  t h r e a d s  a r e  l i n e a r l y  o r d e r e d .
3. ТА i s  t h e  s e t  o f  P e a n o  a x i o m s  f o r  t h e  t y p e < 5 , + , • , 0 , 1> 
t h i s  t h e o r y  i s  d e n o t e d  b y  TA^.
O b s e r v e ,  t h a t  TA^ a n d  TA2 a r e  c o m p l e t e  t h e o r i e s  (TA^ i s  
n o t )  an d  TA^ i s  a s u b t h e o r y  o f  TAi + 1  ( i . e .  TAi + 1  b -  T A ^  f o r  
i = l , 2 .
I f  we s p e a k  a b o u t  ТА, we a l w a y s  s u p p o s e  t h a t  TA^ i s  a  s u b ­
t h e o r y  o f  ТА,  i . e .  t h e  f o r m u l a s  l i s t e d  u n d e r  p o i n t  1 a r e  v a l i d  
i n  e v e r y  t i m e  s t r u c t u r e  T.
2 . 3 .  T h e  i n d u c t i o n  a x i o m s
L e t  ф ( х ) e TF b e  a  t i m e - f o r m u l a  s u c h  t h a t  x i s  a  
v a r i a b l e  o f  s o r t  t .  T h e n  <p* € TF d e n o t e s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :
[<p(0) Л Vx(<p(x)  -  < p ( x + l ) ) ]  -  Vxcp(x) .
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  s t r e s s  h e r e  t h a t  <p(x) may c o n t a i n  o t h e r  
f r e e  v a r i a b l e s  o f  s o r t  t  a n d  d .  A l l  t h e  f r e e  v a r i a b l e s  o f  <p(x) 
a r e  f r e e  i n  ф* e x c e p t  f o r  x .  They  a r e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  i n ­
d u c t i o n .  Now t h e  i n d u c t i o n  a x i o m s  a r e
IA^ = {ф* : ф ( х )  6 T F }.
We i n t r o d u c e  a  p r o p e r  s u b s e t  o f  I A ^ ,  n a m e l y
I A q = {ф : ф ( х )  G TF a n d  ф ( х ) d o e s  n o t  c o n t a i n  q u a n t i f i e r
on v a r i a b l e  o f  s o r t  t } .
T h e s e  f o r m u l a s  s a y  t h a t  i f  a  p r o p e r t y  c h a n g e s  d u r i n g  t i m e  
t h e n  i t  m u s t  c h a n g e  some t i m e ,  i . e .  t h e r e  i s  a  t i m e  p o i n t  
b  G T s u c h  t h a t  ф( Ь Ц б t r u e  a n d  ф ( Ь + 1 )  i s  n o t .
- 3 1 -
2 . 4 .  C o m p l e t e n e s s  o f  F l o y d - H o a r e  d e r i v a b i l i t y
I n  t h i s  s e c t i o n  we l i s t  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  r e s u l t s  
c o n c e r n i n g  t h e  F l o y d - H o a r e  d e r i v a b i l i t y .  T h e s e  r e s u l t s  s ee m  t o  
m ark  o u t  t h e  b o r d e r  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  t h i s  m e t h o d .  T h e  f i r s t  
r e s u l t  s t a t e s  t h a t  o u r  t i m e  m o d e l s  a r e  r e a s o n a b l e  e n o u g h ,  t h e y  
do  n o t  c o n t r a d i c t  t o  t h e  F l o y d - p r o o f  r u l e s  [ 1 , 3 , 7 , 1 1 ] .
T h e o r e m  3
L e t  Th b e  a n y  d - t y p e  t h e o r y ,  p  G Pd a n d  4>i n , cpQ u t  b e  d -  
- t y p e  f o r m u l a s .  S u p p o s e  Th b-  ( cp^n , p ,  <Po u t  ) • Then
(TA U IA q U Th)  N» ( ‘P i n ' P ' ^ o u t  ) *
H e r e ,  o f  c o u r s e ,  ТА i s  a n y  s e t  o f  t i m e  a x i o m s ,  f o r  w h i c h  
ТА h~ TA^, a n d  IA Q d e n o t e s  t h e  i n d u c t i o n  a x i o m s  o f  t h e  r e s t r i c t ­
e d  f o r m .  B e c a u s e  M N* IA.^ i m p l i e s  M f=  IA Q, t h i s  t h e o r e m  h o l d s  
e v e n  i f  we c h a n g e  IA q t o  IA . T h r o u g h o u t  |— d e n o t e s  F l o y d  p r o v a ­
b i l i t y .
I n  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  we g i v e  tw o  t a b l e s  w i t h  18 e n ­
t r i e s .  The  ro w s  i n d i c a t e  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  t i m e  s t r u c t u r e ,
1— 1 row f o r  TA ^, TA2 , TA^. The  l e f t  h a n d  s i d e  t a b l e  s t a n d s  f o r  
t h e  i n d u c t i o n  a x i o m s  IA^ o f  r e s t r i c t e d  f o r m ,  t h e  r i g h t  h a n d  
s i d e  t a b l e  f o r  I A ^ .  F i n a l l y ,  i n  t h e  c o l u m n s  we i n d i c a t e  t h e  
s t a t u s  o f  t h e  t h e o r y  Th a n d  t h e  t y p e  d .  The  f i r s t  c o l u m n  shows 
t h e  c a s e  w h e r e  Th i s  j u s t  t h e  s e t  o f  P e a n o  a x i o m s  a n d  d i s  j u s t  
( £ , + , * , 0 , 1 ) .  I n  t h e  s e c o n d  c o l u m n  d c o n t a i n s  t h e  s y m b o l s  
£ , + , * , 0 , 1  a n d  Th c o n t a i n s  t h e  s e t  o f  P e a n o  a x i o m s  w h e r e  t h e  
P e a n o  i n d u c t i o n  a x i o m s  a r e  s t a t e d  f o r  t h e  s y m b o l s  £ , + , * , 0 , 1  o n ­
l y .  F i n a l l y ,  i n  t h e  t h i r d  c o l u m n  we h a v e  n o  r e s t r i c t i o n  on Th 
a n d  d .
The d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  c o l u m n s  i s  d u e  
n o t  t o  t h e  n u m b e r  o f  a x io m s  b u t  t o  t h e  new s y m b o l s  i n  t h e  s e ­
c o n d  c o lu m n  w i t h o u t  i n d u c t i o n  a x i o m s  i n  Th f o r  t h e m .  I n  t h e  s e ­
c o n d  c o lu m n  (Th PA) d may c o n t a i n  s y m b o l s  f o r  w h i c h  t h e r e  i s
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n o  i n d u c t i o n  a x i o m  i n  T h . A c t u a l l y ,  a l l  t h e  r e s u l t s  a b o u t  t h e  
f i r s t  c o l u m n  r e m a i n  t r u e  i f  we r e p l a c e  t h e  r e q u i r e m e n t  
"Th  = PA" b y  "Th 3 P A  a n d  f o r  e v e r y  f o r m u l a  ф o f  t y p e  d t h e r e  
i s  an  i n u d c t i o n  a x io m  a b o u t  ф i n  T h " .
T h e o r e m  4
I n  t h e  f o l l o w i n g  t a b l e  t h e  e n t r y  o f  t h e  s q u a r e  i n d i c a t e d  
b y  TA^, I A . a n d  Th i s  Y i f  f o r  e v e r y  p  G P . ,
(TA± U IAj  U T h )  N= i m p l i e s  Th b- ( 4>i n  , p , <pQ u t  ) ;
t h e  e n t r y  i s  N i f  t h i s  i m p l i c a t i o n  d o e s  n o t  h o l d .  The  m ark  ? 
i n d i c a t e s  t h a t  t h e  r e s u l t  i s  n o t  k n o w n .
t h e  i n d u c t i o n  a x i o m s  a r e  IA q
t h e t h e o r y Th i s
=PA =>PA any
TA Y Y Y
t a 2 Y Y Y
TA3 Y
? N
t h e  i n d u c t i o n  a x io m s  a r e  IA^ 
t h e  t h e o r y  Th i s
=PA =>PA a n y
TA Y Y N
t a 2 Y Y N
TA3 Y
? N
C om pare  T h e o r e m  4 w i t h  T h e o re m  3 ,  Y m ean s  t h e  c o m p l e t e ­
n e s s ,  and  N m e a n s  t h e  i n c o m p l e t e n e s s  o f  t h e  F l o y d - H o a r e  d e r i v a -  
b i l i t y  u n d e r  t h e  i n d i c a t e d  c o n d i t i o n s .
P r o o f
P a r t  o f  t h e  p r o o f s  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 1 - 8 ] .  M o s t  o f  t h e m  
a r e  b a s e d  on  [ 7 , 1 3 ] .  The  p r o o f  o f  [TA2 и IA Q и Th &=( <Pi n  ' P  > <Po u t ) -
-*• TA2 u IA q u Th H  ( ф ^ п ' Р / Ф ои .(- ) ] f o r  a n y  Th c a n  b e  f o u n d  i n  
[ 1 3 ] .
I t  i s  n o t  w i t h o u t  i n t e r e s t  t o  m e n t i o n  t h e  f o l l o w i n g  r e ­
s u l t  , w h i c h  c h e c k s  how o u r  i n t u i t i v e  f e e l i n g s  a g r e e  w i t h  t h e  
s t r i c t  n o t i o n  o f  p r o g r a m  t r a c e s .  R e c a l l  t h a t  t h e  t r a c e  
s  = <Sq , . . . , s  > o f  t h e  p r o g r a m  p h a l t s  a t  t h e  t i m e  p o i n t  b G T
- 3 3 -
i f  C ( s e , b )  = £ *  , a n d  t h e  o u t p u t  o f  t h e  p r o g r a m  i s  t h e  e - t u p l e
<C( s Q, b  ) ,  C ( s 1 #b ) f . . . f C ( s e _ 1 , b ) >  
o f  t h e  e l e m e n t s  o f  D.
T h e o re m  5
W i th  t h e  sam e  n o t a t i o n  a s  a b o v e ,  t h e  f o l l o w i n g  t a b l e  
sh o w s  w h e t h e r  f o r  e v e r y  p  G a n d  f o r  e v e r y  t r a c e  s  o f  p ,  t h e  
o u t p u t s  c o i n c i d e  o r  n o t .  ( I . e .  w h e t h e r  t h e  o u t p u t  i s  u n i q u e  o r  
n o t . )
= PA OPA an y = PA о р д an y
TAX Y Y N TAX Y Y N
t a 2 Y Y Y TA 2 Y Y Y
TA3 Y Y Y TA3 Y Y Y
P a r t  o f  t h e  p r o o f s  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 1 , 3 - 5 , 7 , 8 , 1 1 , 1 2 ] .
T h e o re m s  4 a n d  5 c a n  b e  u s e d  t o  c o m p a r e  some o f  t h e  
l i t e r a t u r e  a s  f o l l o w s .  TA^ U IAQ was  u s e d  i n  [ 2 , 3 ] ;  TA3 U IA q
was  u s e d  i n  [ 7 , 8 ] ;  a n d  TA^ U IAj w as  u s e d  i n  [ 1 , 5 , 1 1 , 1 2 ]  a n d  i n
a  way a l s o  i n  [ 9 ] .
2 . 5 .  R e a s o n i n g  a b o u t  p r o g r a m s  i n  l a r g e
The p r o b l e m s  w i t h  t h e o r e m s  s t a t e d  u n t i l  now i s  t h a t  
t h e y  r e q u i r e  t h e  u s e  o f  n o n - s t a n d a r d  t i m e  s t r u c t u r e s .  T h e o r e m s  
1 a n d  2 t e l l  t h a t  i n  t h a t  c a s e  a  n i c e  c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m  h o l d s ,  
b u t  som eone  may a s k  t h e  f o l l o w i n g  q u e s t i o n .  I s  t h e r e  no  o t h e r  
p o s s i b l e  m e t h o d ,  some r e a s o n i n g  i n  l a r g e  g i v i n g  p a r t i a l  c o r r e c t ­
n e s s  f o r  p r o g r a m s  w h i c h  w o r k s ,  i n  f a c t ,  w e l l  i f  t h e  t i m e  s t r u c ­
t u r e  i s  i s o m o r p h i c  t o  со?
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T h i s  new  m e t h o d  s h o u l d  b e  a  s y n t a c t i c a l  o n e ,  t h e r e f o r e  b y  
G ö d e l ' s i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m ,  i t  c a n n o t  p r o v e  t h e  p a r t i a l  
c o r r e c t n e s s  o f  e v e r y  p a r t i a l l y  c o r r e c t  p r o g r a m  w i t h  s t a n d a r d  
t i m e  . But  s t i l l  i t  c o u l d  b e  p o s s i b l e  t h a t  by  t h i s  m e t h o d  o n e  
c o u l d  p r o v e  p a r t i a l  c o r r e c t n e s s  o f  p r o g r a m s  w h i c h  a r e  o u t  o f  t h e  
s c o p e  o f  t h e o r e m s  1 a n d  2 .
Now s u p p o s e  t h a t  t h i s  " g l o b a l "  m e t h o d  c a n  b e  d e s c r i b e d  
w i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  s e t  t h e o r y .  L e t  d  b e  a  f i x e d  t y p e ,  Th 
b e  a  t h e o r y  o f  t y p e  d ,  p  G b e  a  p r o g r a m  a n d  <p^n a n d  <Po u t  b e  
tw o  f o r m u l a s .  S u p p o s e  t h a t  t h e  5 - t u p l e  <d ,Th,<pi n ,p ,c p o u t > i s
d e f i n a b l e  ( b y  s e t  t h e o r e t i c a l  t o o l s ) .  I f  t h e  m e t h o d  g i v e s  t h a t
"M *= ((p± n ,p,<po u t ) f o r  e v e r y  M = < T , g , I , C >  
w h e r e  £ i s  i s o m o r p h i c  t o  о a n d  g h= Th "
t h e n  t h e  s t a t e m e n t  b e t w e e n  t h e  q u o t e  s y m b o l s  h o l d s  i n  e v e r y  
m o d e l  o f  s e t  t h e o r y .  B u t  t h e  " o "  i n  t h a t  m o d e l s  a r e ,  i n  g e n e r a l ,  
n o t  i s o m o r p h i c  t o  t h e  r e a l  o ,  w h i c h  s h o w s  t h a t  t h e  r o l e  o f  n o n ­
s t a n d a r d  t i m e  s t r u c t u r e s  i s  m o re  t h a n  a  s u c c e s s f u l  b u t  a r t i f i ­
c i a l  t o o l  f o r  p r o v i n g  c o m p l e t e n e s s .  We f e e l ,  m o r e o v e r ,  t h a t  
t h e r e  i s  no s u c h  " g l o b a l "  m e t h o d  w h i c h  w o u l d  go b e y o n d  t h e  
scope  o f  T h e o r e m s  1 - 2 ,  m ore  p r e c i s e l y  t h e  f o l l o w i n g  T h e o r e m  
h o l d s .
Theorem  6
L e t  Th b e  a  s e t  o f  f i r s t  o r d e r  f o r m u l a s  o f  t y p e  d .  Assume 
t h a t  Th i s  r e c u r s i v e l y  e n u m e r a b l e .  T hen  t h e r e  a r e  a  s i m i l a r i t y  
t y p e  t ,  a s e t  I  o f  l o c a t i o n s  a n d  a  r e c u r s i v e l y  e n u m e r a b l e  s e t  
S C T F  o f  t i m e  f o r m u l a s  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  t r i p l e  
( <Pin' P ' <Po u t ) con<^ i t i o n s  ( i )  a n d  ( i i )  b e l o w  a r e  e q u i v a l e n t .
( i )  S N  (Ф1 п . Р . Ф о ц Ь )
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( i i )  F o r  e v e r y  m o d e l  У o f  ZFC we h a v e
У ]= " f o r  e v e r y  t i m e  m o d e l  M w i t h  s t a n d a r d  t i m e  s u c h  
t h a t  M H  Th we h a v e  м И  ( ' P  ' ‘‘’o u t   ^ *
P r o o f
The p r o o f  i s  b a s e d  on  r e s u l t s  i n  [ 1 , 1 1 ]  a n d  o n  T h e o r e m s
2 . 1  a n d  2 . 1 0  o f  [ 1 2 ] .
3 .  APPENDIX ( E q u i v a l e n c e  w i t h  t h e  C l a s s i c a l  F o r m a l i s m )
The f o r m a l i s m  o f  [ 1 , 4 , 5 , 1 1 , 1 2 ]  i s  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  
f r o m  t h e  o n e  u s e d  i n  t h e  p r e s e n t  p a p e r .  I n  t h i s  s e c t i o n  we 
show t h a t  o u r  f o r m a l i s m  i s  c o m p l e t e l y  e q u i v a l e n t  w i t h  t h e i r  
f o r m a l i s m  a n d  t h e r e f o r e  a l l  t h e  r e s u l t s  s t a t e d  i n  t h e  p r e s e n t  
p a p e r  c a n  b e  a p p l i e d  t o  [ 1 , 4 , 5 , 1 1 , 1 2 ] .
R e c a l l  t h a t  a  t i m e  m o d e l  M = < T , Q , I , C >  i s  a  3 - s o r t e d  
s t r u c t u r e  t h e  s o r t s  b e i n g  t ,  d a n d  i  ( w h e r e  T ,  D, I  a r e  t h e  
u n i v e r s e s  o f  s o r t s  t ,  d ,  i ) .  R e c a l l  t h a t  X a n d  Y a r e  t h e  s e t s  
o f  v a r i a b l e s  o f  s o r t s  t  a n d  d r e s p e c t i v e l y .  L e t  
Z = ( Z j  : j  < со} b e  t h e  s e t  o f  v a r i a b l e s  o f  s o r t  i .  (Of  
c o u r s e ,  X, Y a n d  Z a r e  p a i r w i s e  d i s j o i n t . )
L e t  F l , b e  t h e  s e t  o f  a l l  f i r s t  o r d e r  f o r m u l a s  i n  t h e  t d
l a n g u a g e  o f  M w i t h  v a r i a b l e s  i n  X, Y, Z a s  d e f i n e d  b e l o w .
DEFINITION
F ^ a n d  T e ^  a r e  t h e  s m a l l e s t  s e t s  s a t i s f y i n g  c o n d i t i o n s
( i )  -  ( v i i )  b e l o w .
( i )  The  f i r s t  o r d e r  f o r m u l a s  o f  t y p e  t  w i t h  v a r i a b l e s  i n
X a r e  i n  F.  , .t d
( i i )  ( z ± = z j  ) G F fcd f o r  a l l  i , j  G со.
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( i i i )  C ( z i f t )  e  T e d  f o r  a l l  i  e  о a n d  f o r  a l l  t e r m  т o f  
t y p e  t  w i t h  v a r i a b l e s  i n  X.
( i v )  I f  f  i s  a n  n - a r y  f u n c t i o n  s y m b o l  i n  d a n d
t t  E Т е ,  t h e n  f ( T . , . . . , r  ) E Т е , .  F u r t h e r  
1 n d  1 n d
Y C T e d -
( v ) I f Tl ' t 2 6  T e d t h e n  ( т  = т 2 ) E F t d
( v i ) I f Tl " . . , t 6  Т е ,  a n d  r  i s  an  n a n - а г у  r e l a t i o n  syirv
b o l o f t y p e  d t h e n  г ( т , , . . . , тl  n > e  F t d -
( v i i  ) I f Ф/Ч' E F t d  t h e n  пф 6  F t d , ( Ф л Ï) e Ft d ,
Эх1 ф G F t d '  ^ i 45 G F t d  '  3 2 1 ф G F t d  •
Now, c l e a r l y TAX, TA2 , TA3 CZ F fcd.
L e t  Ф( x Q ) e F t d -
*
T h e n  ф i s  t h e  f o l l o w i n g f o r m u l a
( [ Ф( 0 ) A VxQ( ф ( Xq ) -  ф ( x Q+ l ) ) ] -  VxQo ( x Q))
C l e a r l y  ф* E F t d ’ We d e f i n e
I a i
• •
*9- 
1—•II Ф E F . , } . W e  d e f i n e  t d
O(0H = (4-*: r e  F t d and 4* con ta in s  no  q u a n t i f i e r  o f s o r t  t }.
I . e . l e t  ¥ * 6  I a x . Then V*E I a ^  i f f  f o r  a l l  i  E о " З х ^ ’ d o e s
n o t o c c u r  i n  f .
PROPOSITION 7
L e t  Th Cl F , b e  s u c h  t h a t  ( V i 6 co)z.  d o e s  n o t  o c c u r  i n  T h .  t d  l
( N o t e ,  t h a t  t h e n  Th C  TF .  )
L e t  p  E P ^  a n d  l e t  e  b e  a s  i n  S e c t i o n  1 . 1 .  L e t  Ï  a n d  Q b e  
f i x e d .  L e t  s ^  : T -  D b e  a  f u n c t i o n  f o r  a l l  i á é .  Then  s t a t e ­
m e n t s  ( i )  a n d  ( i i )  b e l o w  a r e  e q u i v a l e n t ,  f o r  e v e r y  j < 2.
( i )  < s ^  : i  á e> i s  a  t r a c e  o f  p  i n  some < £ , B , I , C >  N*
(Th U i Q j ) s u c h  t h a t  (vi á e ) ( V r  E T ) C ( s ^ , r )  = s ^ ( r )
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( i i )  < s i  : i  й e> i s  a  t r a c e  o f  p i n  some < ï , 2 , 1 , 0  *=
*==» (Th U I A j ) s u c h  t h a t  ( Vi й е ) ( Vr  G T ) C ( s ^ r ) = s ^ ( r )
P r o o f  
L e t  j  < 2 .
( l )  Assume ( i i ) .  T h e n  < £ , Q , I , C >  £= ( Th U I A ^ ) a n d
( Vi й e ) [ s d G I  a n d  C ( s ^ , r )  = s ^ r )  f o r  a l l  r  G Т ] .  
L e t  S = {s^  : i  й e} a n d  l e t  M = < 5 , B , S , C >  o r  m ore  
p r e c i s e l y  M = < T , D , S , Sx t 1 C> w h e r e  Sxt1 c i s  t h e  f u n c ­
t i o n  C d o m a i n - r e s t r i c t e d  t o  SxT.  C l e a r l y  < s ^  : i  й e>
i s  a  t r a c e  o f  p  i n  M. To p r o v e  ( i )  i t  i s  e n o u g h  t o  
p r o v e  M t =  l a  j  .
We d e f i n e  a  f u n c t i o n  h  : F d -*• TF U F^_d b y  r e c u r s i o n ,  
h ( z i = z k ) -  Vx0 ( C ( z . , x 0 ) = C ( z k , x Q )) f o r  a l l  i , k  G о.
L e t  ф G F fcd b e  a n y  a t o m i c  f o r m u l a  s u c h  t h a t
Ф Í  { ( z ^ = z k ) : i , k  G со} . Then  we l e t  h ( o )  â  ф.  (By
t h e s e  h  i s  d e f i n e d  on  a l l  a t o m i c  f o r m u l a s  i n  F d > )
Assume t h a t  Ы ф ) h a s  a l r e a d y  b e e n  d e f i n e d .  L e t  i  G со. 
Then h ( Э z ^  ф ) = [ ф ( г 1 / э 0 ) У ф  ( z i / s  1 ) V. . . Vo ( z ± / s q ) ]
w h e r e  w ( z ^ / s ^  i s  o b t a i n e d  f r o m  ф b y  r e p l a c i n g  e v e r y
f r e e  o c c u r r e n c e  o f  z^ i n  ф b y  s k .
h ( Зх ^ ф ) â  З х 1 Ь ( ф ) ,  Ь ( 3 у 1 ф) Ü З у 1 Ь ( ф )  a n d  h  ( “I ф ) â  
Й т Ь ( ф ) .  A ssum e  t h a t  h ( o ) ,  h ( У ) a r e  d e f i n e d ,  t h e n  we
l e t  h ( ф Л 4?) = ( h ( ф ) Л h ( r ) ) .
The d e f i n i t i o n  o f  h : F ^ d + TF и F fcd i s  c o m p l e t e d .
L e t  ф G F t d  b e  a r b i t r a r y .  T hen  we d e f i n e  h + ( o )  t o  b e
t h e  f o r m u l a  o b t a i n e d  f r o m  h ( o )  b y  r e p l a c i n g  e v e r y  s u b  
f o r m u l a  i n  h + ( o )  o f  t h e  f o r m  VxQ( C ( s i , x 0 ) = C ( s k / x Q) )
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w i t h  TRUE i f  a n d  w i t h  FALSE i f  s i  ф s ^ .  S i n c e
s . ( i  й e )  a r e  c o n s t a n t s  we h a v e  M И  h ( « )  i f f
1  /V
M h -  h + (cp).
Now i t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  s t a t e m e n t s  ( * )  -  ( * * * )  
b e l o w  h o l d ,  f o r  e v e r y  <p G F
( * )  I f  <p c o n t a i n s  n o  f r e e  v a r i a b l e s  t h e n
[ h  ( <p ) G TF a n d  h + ( cp ) G TF ] .
( * * )  M ф i f f  M h  Ы ф ) i f f  M h  ь + ( ф ) #
( * * * )  A ssum e  t h a t  a l l  t h e  f r e e  v a r i a b l e s  o f  ф a r e  i n  
x , y , z  r e s p .  L e t  ф '  be  t h e  f o r m u l a  v x  vy  Vz ф.
T h e n  i f  ф G I a ^  t h e n  Ь+ ( ф ' )  G IA^ .
N o t e  t h a t  ( * * * )  h o l d s  f o r  ф, Ь ( ф )  a n d  j = l  b u t  f o r  j= 0  
we n e e d  h + ( ф ' ) .
To b e  p r e c i s e ,  i n s t e a d  o f  Ь + ( ф ' )  G I A.  we s h o u l d  h a v e
3
w r i t t e n  IA  ^ M  h  ( ф ' )  i n  ( * * * )  a b o v e .
L e t  ф G I a ^  a n d  l e t  x , y , z  c o n t a i n  a l l  t h e  f r e e  v a r i a b ­
l e s  o f  ф. T hen  l e t  ф'  b e  t h e  f o r m u l a  v x  vy  vz  ф. 
C l e a r l y  M h  ф i f f  Mh* ф '  i f f  M h  11+ ( ф ' )  b y  s t a t e m e n t  
( * * ) .  By ( * * * )  we h a v e  Ь+ ( ф ' )  G IA^ f o r  a l l  ф G I a ^  .
By t h e  a s s u m p t i o n  ( i i )  we h a v e  < ï , Q , I , C >  h» IA^ h e n c e  
M И* l A j  t o o  a n d  t h u s  J4 h “ I a ^  b y  t h e  a b o v e s .  C l e a r l y  
< £ , Q , I , C >  h» Th i f f  M h» Th a n d  t h u s  M h ( T h  U 1 а ^ ) Ь у  
o u r  a s s u m p t i o n  ( i i  ) .  We h a v e  p r o v e d  ( i i )  -* ( i ) .
( 2 )  A ssu m e  ( i ) .  T h e n  < T , g , I , C >  h» ( Th U I a ^ ) a n d
S = { s i  : i  й e }  С  I  a n d  ( v s  G S ) ( V r  G I ) C ( s , r )  = s ( r ) .
C l e a r l y  < T , 2 , S , S x t 1 О  И  T h .  L e t  t h e  o n l y  " l o c a t i o n -
- c o n s t a n t s "  o c c u r r i n g  i n  IA_. b e  t h e  e l e m e n t s  o f  S.
T h e n  < Ï , B , I , C >  IA j  a n d  h e n c e  M = < Ï , Q , S , Sx t 1 c > h» 
I A j . T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  p r o p o s i t i o n .
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The  l a n g u a g e  F fcd a n d  t h e  a x i o m s  l a ^  ( j  < 2 ) w e r e  u s e d  i n
[ 1 , 4 / 5 , 1 1 , 1 2 ]  . T h e s e  p a p e r s  w e r e  b a s e d  o n  a x i o m  s y s t e m s  o f  t h e  
f o r m  (TA i + 1  U I A j ) f o r  v a r i o u s  c h o i c e s  o f  i  < 3 ,  j  < 2 .
By P r o p o s i t i o n  7 a b o v e  o u r  T h e o r e m s  3 - 6  c a n  b e  a p p l i e d  t o  
t h e  a b o v e  q u o t e d  p a p e r s  t o o .
N e x t  we t u r n  t o  t h e  s o  c a l l e d  C o n t i n u o u s  T r a c e s  a p p r o a c h  
[ 2 , 3 , 7 , 8 ] .  We s h a l l  show t h a t  i t  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  o u r  p r e ­
s e n t  f o r m a l i s m .  F i r s t  we q u o t e  t h e  d e f i n i t i o n  o f  c o n t i n u o u s  
t r a c e s  f r o m  t h e  l i t e r a t u r e .
DEFINITION ( [ 2 , 3 , 7 , 8 ] )
L e t  p  G P d a n d  Q b e  a  d - t y p e  s t r u c t u r e .  L e t
(У0 / • • • /Уе - 1 } c o n t a i n  a l l  t h e  v a r i a b l e s  o c c u r r i n g  i n  p .  L e t
S q , . . . , s 6  e  TD f o r  some s e t  T .  L e t  s  = < s Q, . . . , s e >.  T h e n  s  i s
s a i d  t o  b e  a  c o n t i n u o u s  t r a c e  o f  p  i n  |  i f  c o n d i t i o n s  ( i )  - ( i i i )  
b e l o w  h o l d  f o r  some f  : T ■* T a n d  к  G T.
N o t e  t h a t  < T , k , f >  i s  a  s t r u c t u r e  o f  t y p e  t  s u c h  t h a t  к  i s  t h e  
i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  c o n s t a n t  s y m b o l  0 a n d  f  i s  t h e  i n t e r p r e ­
t a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l  "+ 1 "  i n  < T , k , f > .
( i )  < T , k , f >  ТА
( i i )  < T , k , f > ,  Q a n d  s  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  i n  t h e  d e f i n i ­
t i o n  o f  a  t r a c e  ( i n  S e c . 1 . 2 .  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r )  i f  
0 i s  r e p l a c e d  by  k ,  b + 1  i s  r e p l a c e d  by  f ( b )  a n d  
С ( б ^ , Ь )  i s  r e p l a c e d  b y  s ^ b )  e v e r y w h e r e .
( i i i )  N o t a t i o n  s ( b )  = < S g ( b ) , . . . , s e ( b )> f o r  a n y  b  G T.
F o r  an y  f o r m u l a  <p ( X q , . . . , x  ) o f  t y p e  d i t  i s  t r u e  
t h a t
D H* [ ( c p ( s ( k ) )  Л A [ < p ( s ( b ) )  -  <p(S( f  ( b )  ) )] ) -  A c p ( s ( b ) ) ] .
ь е т  bGT
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P R 0P 0S ITION 8
L e t  p ,  g  a n d  e  b e  a s  i n  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n .  L e t  
TS Q , . . . , s e  G D f o r  some s e t  T.  T h e n  s t a t e m e n t s  ( i )  a n d  ( i i  ) below 
a r e  e q u i v a l e n t .
( i )  < S g , . . . , s e >  i s  a  c o n t i n u o u s  t r a c e  o f  p  i n  g .
( i i )  T h e r e  i s  M = < Ï / 2 , I , C >  s u c h  t h a t  a . )  -  c . ) b e l o w  
h o l d .
a .  ) M M ( T A 1 U IAq ) .
b .  ) < S g , . . . f s  > i s  a  t r a c e  o f  p  i n  м .
c .  ) (V i  £ e ) ( Vb G T)  C ( s ± , b )  = s i ( b ) .
S i n c e  [ 2 , 3 , 7 , 8 ] w e r e  b a s e d  on  c o n t i n u o u s  t r a c e s  t h e  r e ­
s u l t s  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  c a n  b e  a p p l i e d  t o  t h e s e  w o r k s  t o o  by  
P r o p o s i t i o n  8  a b o v e .  By P r o p o s i t i o n s  7 - 8  a b o v e  we h a v e  a  c o n ­
n e c t i o n  b e t w e e n  a l l  t h e  q u o t e d  a p p r o a c h e s .
N o te  t h a t  i n  ( i i i )  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  c o n t i n u o u s  t r a c e s  
a b o v e  ф may h a v e  f r e e  v a r i a b l e s  , j  > e .  T h e s e  a r e  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  t h e  i n d u c t i o n  i n  ( i i i ) .
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D ynam ic  A l g e b r a s  w e r e  i n t r o d u c e d  i n  P r a t t  [ 7 9 ]  a n d  Kozen 
[ 7 9 ]  t o  i n v e s t i g a t e  p r o g r a m s ,  p r o g r a m  s c h e m e s ,  d y n a m i c  l o g i c s  
o f  p r o g r a m s  a n d  o t h e r  s u b j e c t s  o f  C o m p u t e r  S c i e n c e .  P r a t t  [ 7 9 a ]  
p o i n t e d  o u t  t h a t  Dynamic  A l g e b r a s  a r e  r e l a t e d  t o  C y l i n d r i c  
A l g e b r a s .  I n  t h i s  p a p e r  we i n t e n d  t o  i n i t i a t e  d i r e c t i o n s  o f  
a p p l y i n g  t h e  t h e o r y  o f  C y l i n d r i c  a n d  r e l a t e d  a l g e b r a s  t o  Dyna­
m ic  A l g e b r a s ,  a n d  m ore  g e n e r a l l y  we i n t e n d  t o  i n i t i a t e  w ork  on  
t h e  c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  t h e s e  f i e l d s .
O u r  m a in  r e f e r e n c e  i s  t h e  m o n o g r a p h :  " H e n k i n - M o n k -  T a r s k i  
[ 7 1 ] :  C y l i n d r i c  A l g e b r a s "  w h i c h  w i l l  b e  r e f e r e e d  t o  a s  HMT [ 71 ] . I n  
t h i s  p a p e r  we d i a l 1 u s e  t h e  n o t a t i o n s  o f  HMT[ 7 1 ] .  E . g .  t h r o u g h ­
o u t  a  i s  an  a r b i t r a r y  o r d i n a l .  T h r o u g h o u t  t  d e n o t e s  t h e  f o l l o w  
i n g  f i x e d  s i m i l a r i t y  t y p e  ( o f  a l g e b r a s )
t^  ~ { <+,  2 > , <—, 1> , <c^ , 1> , <d^ j , 0> : i f  j £ ci}
e . g .  a n y  B o o l e a n  a l g e b r a  i s  o f  s i m i l a r i t y  t y p e  t Q a n d  a 
c y l i n d r i c  a l g e b r a  o f  d i m e n s i o n s  a i s  o f  t y p e  t a -
BA d e n o t e s  t h e  c l a s s  o f  a l l  B o o l e a n  a l g e b r a s  a n d  by  "A i s  
a  BA" we mean t o  w r i t e  A € BA. S i m i l a r  c o n v e n t i o n  w i l l  b e  u s e d
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f o r  o t h e r  c l a s s e s  o f  a l g e b r a s ,  e . g .  b y  " a  Bo^ A " we u n d e r s t a n d  
" a n  a - d i m e n s i o n a l  B o o l e a n  a l g e b r a  w i t h  o p e r a t o r s "  s e e  HMT[71] 
a n d  D e f i n i t i o n  1 b e l o w .
DEFINITION 1 ( HMT[ 7 1 ]  D e f . 2 . 7 . 1 .  p  4 3 0 )
By a  Boa we u n d e r s t a n d  an  a l g e b r a  A o f  t y p e  t  s u c h  t h a t  
A = <A, + , - , c i , d i j > i ^  e a t <A,  + , -  > G BA a n d
(Vi  < a )  A ( c ^ x + y )  = c i x  + c.^y) .
A i s  n o r m a l  i f  (V i  < a ) A h* c i 0 = 0 w h e r e  0 = - ( x + - x ) .
More g e n e r a l l y ,  l e t  H b e  a n y  f i x e d  s e t .  By a  Bo we u n d e r -H
s t a n d  an a l g e b r a  A = < A , + , - , c . , d . . >.  . „  s u c h  t h a t  <A,+,->GBAl  1 J / 3 E ^
a n d  (V i  G H) A ( с ^ ( х + у )  = c ^ x  + c ^ y ) .  A i s  n o r m a l  i f  
( V i  G H) A c ^O = 0 w h e r e  0 was d e f i n e d  a b o v e .
END o f  D e f i n i t i o n  1
REMARK: Boa i s  a  v a r i e t y  d e f i n e d  b y  s c h e m e s  o f  e q u a t i o n s  i n  
t h e  s e n s e  o f  A n d r é k a - N é m e t i  [ 7 8 ] .
T h r o u g h o u t  we s h a l l  u s e  t h e  d e r i v e d  o p e r a t i o n s  *, 0 ,  1
a n d  t h e  r e l a t i o n  á .  E . g .  l e t  A = <A, + , - , c . , d . . >  . . _ G Bo
1  i 3  1 , 3  G a a
a n d  l e t  x , y  G A.  Then  x- y  = - ( - x + - y ) ,  0 = - ( x + - x ) ,  1 = x + - x  
a n d  x  й у m e a n s  x+y = y .
DEFINITION 2 ( HMT[ 7 l ]  D e f . 2 . 2 . 1 )
L e t  A G Bo a n da w G A
r l w =
. Ar l ,  = <w*x : x w G A> . C l e a r l y , r l f 7 : A -  A. w
Rl w A = R9 r l w ( i  . e . RV = {w-x : x G A}) .
Rl w A = <RV ' rV^ : f  G Do t > i  . e .
Rl w A = <RV '
w w 
+ “  1
w
c i ' dW.>.  .13 i , 3  e a
w h e r e  ( v i , j  G a )
( Vx, У G RV> [ X  +wy =■ X  И W, чУ,  -  ( x ) =
A  w A w- -  ( x ) ,  c . x = w.c . x a n d  i  1
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w. dA
i j ] .
END o f  D e f i n i t i o n  2
P r o p o s i t i o n  1 b e l o w  s a y s  t h a t  RZw A i s  a  Bo^ e v e n  i f  r l w i s  n o t  
a  ho m o m o rp h ism .
PROPOSITION 1
L e t  A 6  Bo a n d  w G A. T h e n  Rl ,  A G Bo . I f  A i s  n o r m a l  a w a
t h e n  s o  i s  RZ„ A.w
P r o o f
We h a v e  t o  p r o v e  t h a t  R^w A fc=* с ^ ( х + у )  = c ^ x  + c ^ y  f o r  a l l  
i  < a ,  b e c a u s e  r l  i s  a l w a y s  a  homomorphism on  B A - s . L e t  
x , y  G R l  A.  Then  cVx = w * x .  We s h a l l  w r i t e  c i  f o r  c ^ .
c V ( x + y )  = w. c i (x + y  ) = w-( с ±х  + c ^ y )  = (w. c ±x )  + f a . c ^ y )  =
w , w= C^X + C^ j y^
S u p p o s e ,  t h a t  A i s  n o r m a l ,  i . e .  t h a t  c.^0 = 0 .
T h e n  c w0 = w. c . O = w* 0 = 0 ,  i . el  l Rl  A i s  n o r m a l ,  t o o ,  w
QED o f  P r o p o s i t i o n  1
R e c a l l  f r o m  HMT[7l ]  t h e  f o l l o w i n g s .  L e t  h : A -  B. Then  
h 6  Н о т ( Л , 0 )  i f f  h  i s  a  hom om orph ism  f r o m  A i n t o  B,  i . e .  i f f  
h : A -  B.  h G Н о ( Л , £ )  i f f  h i s  o n t o  B.  F u r t h e r  h G Но(Л)  i f f  
( 3 B)  h  G Hom( i 4 , £) .  We d e f i n e  k e r ( h )  = { < a , b >  : h ( a )  = h ( b ) } .
Co A d e n o t e s  t h e  s e t  o f  a l l  c o n g r u e n c e  r e l a t i o n s  on  A.
PROPOSITION 2
L e t  A b e  a n  a l g e b r a  o f  t y p e  t Q. A ss u m e  A ^  x * ( x * y )  = x * y .  
L e t  w G A. Then  s t a t e m e n t s  ( i )  an d  ( i i )  b e l o w  a r e  e q u i v a l e n t .
- 4 6 -
(i) rl^ 6 Но(Л) (i.e. ker(rl^) 6 Со A )
w  w
( i i )  r l *  G H o U ,  R l  A)  ( i . e .  r l A : A ~ R í  A)w w w w
P r o o f
( i i )  -  ( i )  i s  o b v i o u s ,  h e n c e  we p r o v e  o n l y  ( i )  - ( i i ) .  L e t  
A b e  o f  t y p e  t  , w 6  A a n d  a s s u m e  r l  e  Ho[ A ) ,  i . e .  a s s u m e
A  c* w
k e r ( r l w ) G Co A . L e t  f  b e  a n  a r b i t r a r y  o p e r a t i o n  sy m b o l  o f  A
s u c h  t h a t  t a ( f )  = n .  L e t  a 1 , . . . , a n 6  A.  Then  b y
( V i  £ n ) r l w ( a ± ) = r l w ( w * a i ) we h a v e  r l w ( f A ( a ]L, . . . , a n ) ) =
A A
= r ^ w ^  ( w <a 1 , . . . , w . a n ) ) ,  s i n c e  k e r ( r l w) i s  a  c o n g r u e n c e .  T h e n
r l ^ f ( f A ( a 1 , . . . , a n ) )  = r l w ( f A (w , a 1 , . . . , w - a n ) ) =
= f w( r l w ( a 1) , . . . , r l w ) ) ,  w h e r e  f w i s  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f
t h e  o p e r a t i o n  s y m b o l  f  i n  t h e  a l g e b r a  R l ^  A .  T h i s  p r o v e s  t h a t
r l  : A -  R I  A.  C l e a r l y  r l  : A R l  A by  d e f i n i t i o n ,  w w w w 2
QED o f  P r o p o s i t i o n  2
THEOREM 1
L e t  A b e  a  Bo a n d  l e t  w G A. T h e n  ( i )  -  ( i i i  ) b e l o w  h o l d .a
( i )  A s s u m e  t h a t  ( Vi < a )  c . ( - w )  á -w .  T hen  r l  G Но ( Л) .
1 w
( i i )  A s s u m e  t h a t  A i s  n o r m a l .  T h e n  r l w G Ho A i f f
( V i  < а ) с ± -w á - w .
( i i i )  A s s u m e  t h a t  A i s  n o t  n o r m a l .  Then  t h e r e  a r e  v  G A, 
i  < a  s u c h  t h a t  c ^ - v  > - v  a n d  r l v G H o ( A ) .
P r o o f
1 . )  P r o o f  o f  ( i i i ) :  A s s u m e  t h a t  A i s  n o t  n o r m a l .  Then
A At h e r e  i s  i  < a  s u c h  t h a t  c ^  > 0 .  L e t  v  = 1 . T h e n  - v  = 0 a n d  
t h u s  c ^ - v  > - v .  S i n c e  BA t=  V x ( l - x  = 1)  we h a v e  r l v  G Ho( 4)  
s i n c e  r l v : A  -**A i s  an  a u t o m o r p h i s m  o f  A s i n c e  r l . ^  = a 1 I d .
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2 . )  P r o o f  o f  ( i ) :  L e t  A b e  a  Bo , w € A a n d  l e ta
( v i  < a ) c i  -w  й -w  i n  A.  C l e a r l y  r l w 6  Ho(<A,  + , - , d ^ j >  ) a l w a y s
h o l d s .  T h u s ,  we h a v e  t o  p r o v e  ( v i  < a ) r l w e  H o ( < A , c i > ) .  L e t
i  < a a n d  x e  A b e  f i x e d .  By P r o p o s i t i o n  2 i t  i s  e n o u g h  t o
p r o v e  t h a t  r l  ( c 4 x )  = c .  r l  ( x )  w h e r e  c .  i s  t h e  i n t e r p r e t a -  w l  i  w 1
t i o n  o f  c .  i n  R l  A .i  w
F a c t  1; Bo q VyVz (у  й z ■» c ^ y  Ú c ^ z ) .
F a c t  1 i s  t r u e  b e c a u s e  у й z -  y + z = z  -  c ^ y  + c ^ z  = c.^z 
-  с.^у й c ^ z .
By t h e  h y p o t h e s i s  on  w a n d  b y  F a c t  1 we h a v e  -w  à c ^ w  к 
£ c i ( x * - w)  a n d  t h u s  w * c ^ ( x * - w )  = 0 .  S i n c e  x = ( x - w  + x ’ - w)  we 
h a v e  c ^ x  = c ^ x ' w )  + c .  ( x * - w ) .  U s i n g  t h e s e  f a c t s  we o b t a i n
r l  ( c . x )  = w * c . x  = w ( c . ( x * w )  + c . ( x * - w ) ) = w . c . ( w . x )  +W 1 1 1  1 J-
+ w c . ( x - - w )  = w - c . ( w - x )  + 0 = W. c .  (w.  X  )= c Y ( r l  ( x )  ) .1  1 1 1 w
We h a v e  s e e n  r l  6  Но ( Л) .w
3 . )  P r o o f  o f  ( i i ) :  Assume t h a t  A i s  n o r m a l  a n d  w e  A,
i  < a a r e  s u c h  t h a t  c ^ - w  4  - w .  L e t  z = w* c ^ - w.  T h e n  z > 0 .  L e t
x = -w .  Then  r l  ( c . x )  > 0 ,  r l  ( x )  = 0 = r l  ( 0 ) ,  a n dW 1 w w
r l  ( c . 0 )  = 0 .  T h u s  < x , 0 >  e  k e r ( r l  ) b u t  < c . x ,  c . 0 >  k e r ( r l  ) .  w 1 w 1 1  w
H ence  r l  £ Но ( Л ) .  w
QED o f  T h e o r e m  1
As a  c o n t r a s t  t o  T h e o re m  1 s e e  P r o p o s i t i o n  7.
The c o n d i t i o n  Л И  c ^ ( x + y )  = ( c i x  + c ^ y )  i s  n e e d e d  i n  
T h e o re m  1 a n d  c a n n o t  b e  r e p l a c e d  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  c^  
b e  m o n o t o n i e ,  i n c r e a s i n g  a n d  n o r m a l  a s  P r o p o s i t i o n  3 b e l o w  
s h o w s .
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PROPOSITION 3
L e t  a > 0 .
Then  t h e r e  a r e  a n  a l g e b r a  A o f  t y p e  t ^  a n d  w e  
t h a t  < A , + , - >  6  BA a n d  f o r  e v e r y  i  < a 
A [ c ^ x  + c ^ C x + y )  = c i ( x + y )  a n d
X + c ^ x  = c.^x a n d
c ± 0 = 0 ] ,
f o r  e v e r y  i  < a  we h a v e  c ^ - w  = -w a n d  c^w = w b u t
r l ^  $ Ho ( A ) .
P r o o f
3
L e t  A = Sb 3 ,  w = 2 ,  x = { 1 , 2 } .
F o r  e v e r y  i  < a we d e f i n e  c i  = (A 1 I d ) *  •
A = < A , U , 4 / C . , 0 > . . _ . S e e  t h e  F i g u r e .  Then  r l  c .J i i , j  t  a w i
= 2 П c ^ x  = 2 П  3 = 2 =  w.
c V r l  X = w - c . ( w - x )  = w П c . ( 2  П { 1 , 2 } )  = w П c
J -  W  1  J_
= w fl { 1 } = { 1 } ^ w.
QED o f  P r o p o s i t i o n  3
A s u c h
= w - c i x
, { 1 }  =
- 4 9 -
R e c a l l  f r o m  HMT[ 7 1 ]  t h a t  CA i s  t h e  v a r i e t y  o f  a - d i m e n s i o -a
n a l  c y l i n d r i c  a l g e b r a s  a n d  t h a t  C r  = {RZ A:  w G A a n d  A G CA }„ a  a w  a
N o te  t h a t  CA Cr
с ±х  ^  x}
a ' a .
R e c a l l  f r o m  HMT [ 7 1 ]  t h a t  ДА x  = Ax = { i  < a 
f o r  e v e r y  Bo^ A a n d  e v e r y  x £ A.
The  f o l l o w i n g  c o r o l l a r y  i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  2 . 3 . 2 6 .  o f  
HMT[ 7 1 ] .
COROLLARY 4
L e t  A 6  HSP C ra a n d  l e t  w G A. Then
r l  G Ho( Л ) i f f  Aw = 0 .  w
P r o o f
By T h m . 2 . 2 . 3 .  o f  HMT[ 7 1 ]  we h a v e  HSP C r  S  Bo a n d  e a c h  2 a a
member o f  HSP С г д i s  n o r m a l .  By 2 . 2 . 3  o f  HMT[ 7 1 ]  we a l s o  h a v e
( Vi < a  ) [ HSP C r  c . x  £ x  a n d  HSP C r  P= c . - c . x  = - c . x ]  . T h u s  a l  a i l  1
( Vi < a  ) [ HSP C r  *= ( c . x  = x  c . - x  = - x ) ] .  Assume Aw = 0 .  Then  
a  1  1
we h a v e  (V i  < a ) c ^ w  = w a n d  h e n c e  (V i  < a ) c ^ - w  = - w .  T hen  w a n d
A s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  o f  T h e o re m  1 w h i c h  t h e n  y i e l d s
r l  e Ho ( A) .  Assume i  G Aw. T h e n  c . w  > w. S i n c e  w 1
( c ^ - w  = -w -  Cj^w = w) h o l d s  we h a v e  c ^ - w  ^ - w .  T hen  b y
c . x  ä x  we c o n c l u d e  c . - w > - w .  T h e n  b y  T h e o r e m  1,  r l  Í  H o ( 4 ) .1 1  W
QED o f  C o r o l l a r y  4
Now we t u r n  t o  a p p l i c a t i o n s  o f  T h e o r e m  1 i n  D y nam ic  
A l g e b r a s .
N o t a t i o n s  ( HMT[ 7 l ] )
Sb U = {x : x S  U } . The f u n c t i o n  ~ : Sb Ü * Sb U i s  d e f i n e d  a s  
~ = <U~x : x G Sb U>, w h e r e  U~x = {u G U : u  $ x } .
L e t  R , S S  2U t h e n
RIS = { < x , y >  : ( 3z G U ) ( < x , z >  G R a n d  < z , y >  G S ) } ,  a n d  f o r  a n y
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X  S  U we l e t  R*x =  {y : ( 3 z  G x ) < z , y >  G R},  a n d
R 1 = { < y , x >  : < x ,y >  G R}.
Ds s t a n d s  f o r  D y n a m ic  s e t - a l g e b r a ,  s e e  D e f i n i t i o n  3 b e l o w .
DEFINITION 3 (A n d r é k a - N é m e t i [ 7 9 ] ,  P r a t t [ 7 9 ] ,  K o z e n [ 7 9 ] ,  
A n d r é k a - N é m e t i - S a i n [ 8 0 ] )
By a  Ds w i t h  b a s e  U we u n d e r s t a n d  a  t w o - s o r t e d  a l g e b r a  
D = <A, B , 0 >  s u c h  t h a t  A £  Sb 2 U, B S  Sb U a n d
A = < A , l , u , ® >  w h e r e  ( Va G А) аф = n {b G Sb 2U : a S b  a n d  b
i s  r e f l e x i v e  a n d  t r a n s i t i v e } ,
В  = < B , u , q > a n d
(Va G A ) ( Vx G B ) 0 ( a , x )  = ( a  * ) * x .
The v a r i e t y  Da o f  D y n a m ic  A l g e b r a s  was  d e f i n e d  i n  P r a t t  
[ 7 9 ] ,  by  f i n i t e l y  many e q u a t i o n s .  We s h a l l  u s e  h e r e  t h e  f o l l o w ­
i n g  p r o p e r t i e s  ( * )  -  ( * * * )  o f  Da o n l y  
( * )  Ds S  Da
( * * )  Da *= {<>( z , x )  + ф ( z , y ) = ф ( z , x + y ) ,  ф ( z , 0  ) = 0}
( * * * )  I f  D G Da t h e n  D = < Л, 3 , ф>  w h e r e  B  G BA an d  
0  : A X в -  В .
END o f  D e f i n i t i o n  3
N o t a t i o n s :  L e t  D = < Л, В , ф>  b e  a  Da. L e t  a  G A.  T hen  we d e f i n e  
t h e  f u n c t i o n  0 ( a , - )  : В -  В a s  f o l l o w s :
( v x  G В) 0 ( a , - ) ( X) = 0 ( a , x )
A
F o r  a n y  f u n c t i o n  f  E
i . e .  0 ( a , — ) = < < > ( a , x )  
В an d  a  G A we w r i t e  f a
X  G B> . 
f  ( a ) .
L e t  В e BA, c  e “ ( BB) a n d  d e “  Xc,B. Then
<s ' c i ' di j >i , j e a  = <B' +' * ' c i ' di j >i , : e a  uhere B  =
N o t e  t h a t  < B , c . , d . .>.  . _ i s  an  a l g e b r a  o f  t y p e  t  .
1  i j  l , j  Ga a
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PROPOSITION 5
Дх A
L e t  D = <A , B , 0 >  b e  a n y  Da a n d  l e t  d  6  B. T h e n  
< В , ф ( a , - ) ,  d a b > a  ЬеД i s  a  n o r m a l  Вод . I n  a d d i t i o n  l e t  n  G a A a n d  
b G a Xa B b e  a r b i t r a r y .  T h e n  < # 0 ( n . b . . >.  . i s  n o r m a l  Bo .1 Cl
P r o o f
By P r o p e r t i e s  ( * * )  a n d  ( * * * )  o f  Da i n  D e f i n i t i o n  3 .
QED o f  P r o p o s i t i o n  5
The t h e o r y  o f  m a n y - s o r t e d  a l g e b r a s  c a n  b e  f o u n d  e . g .  i n  
t h e  m o n o g ra p h  L u g o w s k i [ 7 6 ]  C h a p . I I . 2 .  ( p p . 1 3 7 - 1 7 0 ) .  S e e  a l s o  
B i r k h o f f - L i p s o n [ 7 0 ] ,  M a t t h i e s s e n [ 7 6 ] ,  A D J [ 7 7 ] .
R e c a l l  t h a t  a  h o m o m o rp h ism  b e t w e e n  t w o - s o r t e d  a l g e b r a s  i s  n o t  
a  f u n c t i o n  b u t  a  p a i r  o f  f u n c t i o n s , s e e  L u g o w s k i [ 7 6 ]  p . 1 4 7  D e f .
I I . 2 . ( 1 )  i n  S e c . I I . 2 . 2 .  E . g .  i f  D1 = < А ^ , В ^ , ^ > >  a n d  
2
D2 = <A2 ' B2 > a r e  tw o  Da_s  t h e n  h G Hom(Z?1 , P 2 ) i f f  
[h = <hA, h B> a n d  h A G Horn h ß G Hom( S 1 , B 2 ) a n d
(Nô G A 1 ) ( Vx G Bx ) h B( 0 1 ( a , x ) )  = 0 2 ( Ьд ( а ) ,  h ß ( x ) ) ] .
COROLLARY 6
L e t  D = <A , B , 0 >  b e  a n y  D ynam ic  A l g e b r a  ( D a ) ,  l e t  w G В a n d  
h G Но(Л)  . T h e n  s t a t e m e n t s  ( i )  a n d  ( i i )  b e l o w  a r e  e q u i v a l e n t .
( i )  < h , r l f >  G Ho( 0 )
( i i )  (Va G A) ^ ( a , - w )  й - w a n d
( V < a , b >  G k e r h ) ( W x  G В) [ x  á w -* w « $ ( a , x )  = w * $ ( b , x )  ]
P r o o f
R e c a l l  f r o m  L u g o w s k i [ 7 6 ]  p . 154 S e c . I I . 2 . 3  t h a t  a  c o n g r u e n ­
c e  o f  a  t w o - s o r t e d  a l g e b r a  i s  n o t  a  s i n g l e  r e l a t i o n  b u t  i s  a
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p a i r  o f  r e l a t i o n s .
N o t a t i o n :  <RA ,R g >  e Co { < A , B , 0 > )  i f
[Ra  e  Co(4 ) ,  RB G Co ( S ) ,  a n d  ( V k a ^ a ^  G RA)(V < x Q , x 1> G Rß )
< ^ ( a Q, x 0 ) ,  ф ( а 1 , х 1 )> G Rß ] .
C l e a r l y ,  < f Q, f 1> G H o ( B ) i f f  < k e r  f Q , k e r  f 1> G C o (D)  .
C f .  HMT[71] 0 . 2 . 2 1  ( i i )  a n d  L u g o w s k i [ 7 6 ]  p .  157 S e c . I I . 2 . 4 .  
i t e m  ( 1 ) .
We l e t  = = k e r  h a n d  = = k e r  r i 5 .A B w
Then c l e a r l y  =д  G С о ( Л)  b y  h G Но (Л)  a n d  g C o ( ß )
s i n c e  r i  G H o ( B )  by  T h e o r e m  1 s i n c e  B G BA = B o „ .w J 0
Now, < h , r l  > G Ho( B)  i f f  <= , = > £ C o (D)  i f f
W Xi. Jj
( Va 0 , a 1 , x Q, x 1 ) [ ( a Q =д а х a n d  x Q = Bx x ) - $ (  a Q , x Q ) = B$(  a x , x 2 ) ] i f f  
b o t h  ( * ) a n d  (**)  b e l o w  h o l d .
( * )  (Va G A ) ( VXq , x x ) [ x q^ b x 1 -  0 ( a , x Q) =B^ ( a , x  ) ]  a n d  
( * * )  (Vx G В ) ( v a Q , а 2 ) [ а 0 =д а 1 -  <> ( a Q , x )  = B<>( a  1 , x  ) ] .
Now by  T h e o r e m  1 a n d  P r o p o s i t i o n  5 ( * )  h o l d s  i f f  
r l w G Н о ( < В , ф ( а , - )>aGA) i f f  (Va G А ) ф ( a , - w ) á - w .
S u p p o s e  ( * )  h o l d s .
By r l w r i wx = r l wx we h a v e  t h a t  r l ^ x  =B x f o r  a l l  x  G B. T hen  
b y  ( * ) we h a v e  t h a t  (Va G A ) ^ ( a , x ) = ^ ( a , w * x )  . Now b y  t h e  a b o v e sJ3
( * * )  h o l d s  i f f
(Vx G B ) ( Va Q, a 1 ) [ a Q=A a ± -  <>(aQ, w . x )  s ^ a ^ w - x ) ]  i f f  
( V<a Q, a 1> G k e r  h ) ( v x  G B ) [ x  й w -  w . ^ ( a , x )  = w ~ 0 ( b , x ) ]  .
Now, t h e  f o l l o w i n g  t a u t o l o g y  ( (p-j  ^■«-*■ q 1 ) A ( p 1 -»( P 2 q 2 ) ) )-* 
♦  ( (Pj_ A P 2 ) « —* ( ^ 2  A q 2 ) ) o f  p r o p o s i t i o n a l  l o g i c  c o m p l e t e s  t h e
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p r o o f  ( b y  s u b s t i t u t i n g  ( * )  f o r  ( * * )  f o r  p 2 a n d  ( i i )  f o r
( q 1 Л q 2 ) i n  a n  a p p r o p r i a t e  w a y ) .
QED o f  C o r o l l a r y  6
F o r  a  d e e p e r  a p p l i c a t i o n  o f  T h e o r e m  1 i n  t h e  t h e o r y  o f  Dyna­
m ic  A l g e b r a s  s e e  A n d r é k a - N é m e t i - S a i n [ 8 0 ] .
REMARK:
L e t  A S  В 6  Bo . L e t  w G B. C o n s i d e r  A l r l ß w h i c h  i s  e i t h e r
a  A R  Ri n  Но(Л)  o r  n o t .  L e t  r l  = A1 r l  . T hen  t h e  c o n d i t i o nw w
А в
c ^ -w  á -w  i s  no  m ore  n e c e s s a r y  f o r  r l ^  t o  b e  a  h o m o m o r p h i sm .  
N a m e ly ,  t h e r e  a r e  A í= B G B o^ ,  w G B  s u c h  t h a t
А в
(V i  < a ) c i “ W $ - w a n d  r l  G Н о ( Л ) .  M o r e o v e r ,  we c a n  c h o o s e
B G CA i f  Л G CA a n d  we c a n  c h o o s e  B =<C, 0 (  n . , - ) , 0 . >  . _ a a v  1  i  i t a
f o r  some D ynam ic  A l g e b r a  <N, C, 0>  a n d  m a p p i n g  n : a > -> N  i f  A i s
a  n o r m a l  B o ^ . S e e  P r o p o s i t i o n s  7 a n d  10 i n  t h i s  p a p e r .
B o th  i n  t h e  t h e o r y  o f  C y l i n d r i c  A l g e b r a s  a n d  i n  t h e  t h e o r y  
o f  D ynam ic  A l g e b r a s  some o f  t h e  m o s t  u s e f u l  r e l a t i v i z a t i o n  h o -
A вm o m o rp h ism s  a r e  o f  t h i s  r l  k i n d ,  i . e .  t h e y  a r e  s u c h  t h a t
А в  Y
c . - w  $ - w ,  b u t  r l  G Но ( Л) .  P r o p o s i t i o n  7 b e l o w  s a y s  t h a t  ev e ry
1 W A Вh o m o m o rp h ism  i s  o f  t h e  f o r m  r l  f o r  some B.  (O f  c o u r s e ,  t h i s
i s  n o t  t r u e  f o r  r l A , t h e r e  a r e  Л G BA a n d  R G Со ( Л)  s u c h  t h a tw
( Vw G A ) R ^ k e r i r l ' 4 ) . )
w m
PROPOSITION 7
L e t  Л b e  a  Bo a n d  l e t  R G С о ( Л ) .а
T h e n  t h e r e  a r e  a  Во В Z2 A a n d  w G В s u c h  t h a tа
A RR = k é r  ( r l  ) .  F u r t h e r ,  i f  Л G CA t h e n  B G CA .w а а
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P r o o f
By 2 . 7 . 5 . ,  0 . 2 . 1 5 ,  a n d  2 . 7 . 6 .  o f  HMT[71] t h e r e  i s  a  c o m p l e t e  
В E BoQ s u c h  t h a t  A S  В a n d  ( VX S  A ) [ s u p SX = 1 -  ( 3XQ £  X ) ( IXQ I < 
< о a n d  s u p  Xq = 1 ) ] .  ( T h i s  i s  t h e  s o  c a l l e d  S t o n e - r e p r e s e n ­
t a t i o n  o f  A . )  By 2 . 7 . 1 5 .  o f  HMT[ 7 1 ] ,  i f  A E CA t h e n  B E  CAa a
t o o .
L e t  R E Со ( Л)  b e  a r b i t r a r y  a n d  d e f i n e  I  = 0A / R.
ß
L e t  w = s u p  I .  w e x i s t s  s i n c e  в  i s  c o m p l e t e .  C o n s i d e r  t h e
f u n c t i o n  r l *  C l e a r l y  r l ®  6  H o ( < B , + , - > ) .  L e t  К = k e r  r l S a n d  w -1 W W
J  = 0B / К.  T h e n  К E C o ( < B , + , - > )  a n d  К i s  d e t e r m i n e d  by  t h e
i d e a l  J  o f  < B , + , - > .
C l a i m :  J  n A = I .
P r o o f
S u p p o s e  у  E J  П A. T h e n  у й w. T h e r e f o r e  b  = s u p ß ( I  U { - y } ) =  
= 1 s i n c e  b  à w à y a n d  b  à - y .  T h e n  s u p ( I Q U ( - y } )  = 1 f o r
some f i n i t e  I Q S  I ,  b y  t h e  p r o p e r t i e s  o f  В.  I . e .  у  й s u p  I q
w h i c h  i m p l i e s  y G I  s i n c e  I  i s  a n  i d e a l .  We h a v e  s e e n
J D A S S I .  I S J n A i s  c l e a r .
QED o f  C l a i m
S i n c e  <A, + , - >  S < B ,  + , - >  a r e  BA-s a n d  R E C o ( < A , + , - > ) ,
К E Co ( < B, + , - > ) ,  I  = 0 / R ,  J  = 0 / K ,  I  = J  n A,  a n d  s i n c e  t h e
i d e a l s  o f  B A -s  d e t e r m i n e  t h e i r  c o n g r u e n c e s  ( e . g .  b y  0 . 2 . 2 6  ( i )
o f  HMT [71] )  we  c a n  c o n c l u d e  t h a t  R = ^A n K. T h e n  R = k e r  r l ASw
ß
s i n c e  К = k e r  r l  .w
QED o f  P r o p o s i t i o n  7
N o t a t i o n  (HMT [ 7 1 ]  0 . 3 . 1 .  ( i i ) ,  0 . 3 . 2 4 )
В i s  a  d i r e c t  f a c t o r  o f  A ,  i n  s y m b o l s  B\A , i f f  A = В * C
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f o r  some С.
p j ^  i s  t h e  i - t h  p r o j e c t i o n  f u n c t i o n  o f  a n y  d i r e c t  p r o d u c t ,  
s p e c i a l l y  l e t  i  < 2 t h e n  p j ^  : Ag x A^  ^ -  A^ i s  s u c h  t h a t
( V<a Q, a 1> G Aq ж Ax ) [ p j 1 ( < a Q, a 1>)  = a 1 a n d
P l o ^ o ' V '  = a 0 ! •
H ence  p j i  G Ho (/4q x A ^ , A ^ )  f o r  a l l  i  < 2 .
I s  ( A , B)  i s  t h e  s e t  o f  a l l  i s o m o r p h i s m s  o f  A o n t o  B,  i . e .
I s  ( Л , В )  = {h G Ho ( A , B )  : h i s  o n e - t o - o n e  ( i . e .  i n j e c t i o n ) } .
L e t  R G C o ( Л ) .  Then  R i s  a  d i r e c t  f a c t o r  c o n g r u e n c e  on  A i f f  
t h e r e  a r e  Bq , B^  a n d  h g I s ( , 4, Bq x Bj ) s u c h  t h a t
R = k é r  ( p j  jO h ) .
THEOREM 2
I .  L e t  A a n d  В b e  tw o  n o r m a l  Bo - s .a
T h e n  b XA i f f  В = R Í  A f o r  some w G A s u c h  t h a t  ■ w
( Vi  < a ) [ c i w й w and c ^ - w )  á ( - w ) ] .
I I .  L e t  A b e  a  n o r m a l  BoQ a n d  l e t  R G С о ( л ) .
T hen  s t a t e m e n t s  ( i )  a n d  ( i i )  b e l o w  a r e  e q u i v a l e n t .
( i )  R i s  a  d i r e c t  f a c t o r  c o n g r u e n c e  o f  A .
( i i )  R = k e r ( r l w ) f o r  some w G A s u c h  t h a t  
(V i  < a ) [ c i w S w a n d  c ^ - w )  й ( - w ) ] .
I I I .  L e t  a > 0.
T h e n  t h e r e  a r e  A G Bo a n d  w G A s u c h  t h a t  k e r ( r l  ) i sa w
a d i r e c t  f a c t o r  c o n g r u e n c e  on  A a n d  c Qw > w an d  
Cq- w > -w .
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Proof
Proof of Ills
L e t  a  > 0 b e  a r b i t r a r y .  L e t  B G BA a n d  d G a* a В b e  a r b i t -
J D
r a r y  b u t  a s s u m e  IBI > 2 .  L e t  (V i  < a ) c i  = В x { 1  }.  Then
D  J D
A = < B , c . , d . •>.  i s  а  Bo . L e t  w € В ~ {0 , 1  }.  E x i s t s  s i n c ei '  l ]  i , ] £ a  a
IBI > 2 .  T h e n  -w  ^ 1S . T h u s  (V i  < a ) [ w  ^ c^w = 1 = c i ~w^ - w ] .  
C l e a r l y ,  r l w G Ho( Л ) ,  r l _ w 6  H o U )  a n d
( 3h G I s U ,  RZw A x Ш_ ^ А  ) ) [ p j Qo h  = r l w a n d  p j j o h  = г 1 _ ад] .
T h i s  e a s i l y  f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  c ^  i s  a  c o n s t a n t  f u n c t i o n  
i n  A a n d  t h a t  t h e  e q u a t i o n  V x ( c ^ x = l )  i s  p r e s e r v e d  u n d e r  b o t h  
p r o d u c t s  a n d  h o m o m o r p h i s m s .
S t a t e m e n t  I  i s  a n  i m m e d i a t e  c o r o l l a r y  o f  S t a t e m e n t  I I  a n d  
t h e r e f o r e  i t  i s  e n o u g h  t o  p r o v e  I I .
P r o o f  o f  I I :
L e t  A b e  a  n o r m a l  Bo^ a n d  l e t  R G С о ( Л ) .
P r o o f  o f  ( i )  -  ( i i ) :
В cS u p p o s e  A = В * C. L e t  w = <0 , 1  > .  S i n c e  A i s  n o r m a l
c^w = c i <0 , l >  = <0B , c C^ l C >й w a n d  c ^ - w  = с ^ < 1 В, 0 > =
= < c ^ l S , 0 C> й < l V > =  —w f o r  e v e r y  i  < a .  By T h e o r e m  1,
r l f ,  G Ho ( /4) .  {x G A : r l  X  = 0} = {x : w- x = 0} = { < y , z >  :w w
: < y , z>»<0, 1> = 0} = { < y , 0 >  : y  G B} = B x {О6*}.
C l e a r l y ,  {x  G A : p j ^ x )  = 0} = { < y , z >  : z = 0*"}= B x { 0 ^ } .
T h i s  p r o v e s  t h a t  (v x  G А ) [ г 1 адх = r l w 0A i f f  p j ^ x )  = p j 1 (0' 4 )]
w h i c h  by  o b s e r v i n g  t h a t  A i s  a n  e x p a n s i o n  o f  a  B o o l e a n  a l g e b r a  
<A, + , - >  i m p l i e s  t h a t  k e r  r l ^  = k e r  p j ^
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P r o o f  o f  ( i i )  •* ( i ) :
L e t  w G A b e  s u c h  t h a t  ( Vl < a ) [ c ^ - w  £ -w  a n d  c^w £ w ] .
Then  by  T h e o re m  1 we h a v e  r l A G Ho( 4 )  a n d  r l  G Ho ( 4 ) .  L e tw —w
R = k e r ( r l A ) a n d  S = к е г ( г 1 Л ) .w -w
I t  i s  known f r o m  B o o l e a n  A l g e b r a  T h e o r y  t h a t  o u r  R a n d  S 
a r e  a  d i r e c t  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  B o o l e a n  r e d u c t  < A , + , - >  o f  4 .
F a c t  2 ( U n i v e r s a l  A l g e b r a )
L e t  В b e  a n y  a l g e b r a  a n d  l e t  K G * C o ( B ) .  Then  К i s  a  d i r e c t  
d e c o m p o s i t i o n  o f  В i f f  К i s  a  d i r e c t  d e c o m p o s i t i o n  o f  some r e ­
d u c t  o f  B.  See  0 . 3 . 2 2 .  o f  HMT[ 7 l ] ,
H e n ce  by  F a c t  2 ,  R i s  a  d i r e c t  f a c t o r  c o n g r u e n c e  o f  4 .
QED o f  T h e o re m  2
C o r o l l a r y  2 . 4 . 8 .  o f  HMT[7l ]  s a y i n g  t h a t  t h e  d i r e c t  f a c t o r s  o f  a
CA 4 a r e  e x a c t l y  {RZ 4 : w G A,Aw = 0 } ,  i s  a  c o r o l l a r y  o f  a w
T h e o r e m  2 a b o v e .  ( M o r e o v e r ,  T h e o re m  2 s h o w s  t h a t  2 . 4 . 8 .  o f  HMT 
[ 71 ]  i s  t r u e  f o r  HSP C r Q i n  g e n e r a l . )
I n  c o n n e c t i o n  w i t h  C o r o l l a r i e s  8 a n d  9 b e l o w  we n o t e  t h e
f o l l o w i n g :  L e t  D = < 4 , В , ф >  b e  a  Ds w i t h  b a s e  U. I n  A n d r é k a - N é -
m e t i [ 7 9 ] ,  a  w e  В i s  s a i d  t o  b e  a  s u b b a s e  p r o v i d e d  t h a t  
2 2( Va G A ) a S  w и (U ~ w ) ,  w h i c h  m e an s  ( v a  G А) [ ф(  a , w )  £ w a n d  
0 ( a , - w )  £ - w ] . H e n ce  C l a i m s  2 a n d  3 i n  A n d r é k a - N é m e t i [ 7 9 ]  a r e  
s p e c i a l  c a s e s  o f  C o r o l l a r i e s  8 a n d  9 b e l o w .  A g a i n ,  a  d e e p e r  a p p ­
l i c a t i o n  o f  T h e o r e m  2 t o  D a - s  c a n  b e  f o u n d  i n  A n d r é k a - N é m e t i -  
- S a i n [ 8 0 ] .
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COROLLARY 8
L e t  D = ( A , B , Q )  b e  a  Da a n d  l e t  <RA ' RB> € Co ( D)  b e  a  d i r e c t  
f a c t o r  c o n g r u e n c e  on  D.
D
Then t h e r e  i s  w G В s u c h  t h a t  R_. = k e r ( r l  , ) a n dВ w '
( v a  G A ) [ 0 ( a , w )  й w a n d  0 ( a , - w )  й - w ] .
P r o o f
L e t  D+ = < S , 0 ( a , - )  , 0 > аеД  a n d  l e t  D e = « А  , a> а£Д , D+ , Q>.
T hen  D i s  a  r e d u c t  o f  De  a n d  C o (D)  = Co ( D&) .  H e n c e  b y  F a c t  2
we h a v e  t h a t  <ИД , R^> i s  a  d i r e c t  f a c t o r  c o n g r u e n c e  o f  De . T hen
RB i s  a  d i r e c t  f a c t o r  c o n g r u e n c e  o f  D+ , by  b a s i c  d e f i n i t i o n s  i n  
t h e  t h e o r y  o f  t w o - s o r t e d  a l g e b r a s ,  s e e  L u g o w s k i [ 7 6 ]  p . 1 5 0 .  
i t e m  1 1 . 2 . 2 . ( 1 0 ) .  D+ i s  a  BoÄ, b y  P r o p o s i t i o n  5 .  Now, a p p l y i n g
4* ^T h e o re m  2 t o  Ö a n d  Rß c o m p l e t e s  t h e  p r o o f .
QED o f  C o r o l l a r y  8 
COROLLARY 9
L e t  A G B o a a n d  l e t  R G "^CoiA) ( i . e .  <Ri  : i  G I>  i s  a 
s y s t e m  o f  c o n g r u e n c e s  o f  A ) .  Then  s t a t e m e n t s  ( i )  a n d  ( i i )  b e l o w  
a r e  e q u i v a l e n t .
( i )  R i s  a  d i r e c t  d e c o m p o s i t i o n  o f  A ( i . e .  t h e r e  i s
A = w i t h  p r o j e c t i o n s  < p j i  : i  G I>  s u c h  t h a t
Ri  = k e r  p j ^  f o r  a l l  i  G I ) .
( i i )  T h e r e  i s  a  s y s t e m  w G J A o f  e l e m e n t s  o f  A s u c h  t h a t  
(V i  G I  ) ( V j  < c t ) C j - w i  á - w i  a n d  ( Vi , j  GI ) ( i=)* j  -  w / Wj = 0 ) ,
supiw^^ : i G l } = 1Л , (Vy G I A ) s u p { y i *wi  : i  g 1} e x i s t s
a n d  ( v i  G I ) R .  = k e r  r l A l  w.
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P r o o f
( i )  -  ( i i )  f o l l o w s  f r o m  o b s e r v i n g  t h a t  i f  R i s  a  d i r e c t  d e ­
c o m p o s i t i o n  t h e n  i s  a  d i r e c t  f a c t o r  c o n g r u e n c e  f o r  a l l  i  € I  
a n d  t h e n  a p p l y i n g  T h e o re m  2 .
( i i )  ~ ( i ) :
L e t  R. * k e r ( r l  ) f o r  a l l  i  G I .  T hen  f o r  e v e r y  i  G I  1  w±
Ri  G Со( Л)  by  T h e o r e m  2 ,  s i n c e  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  o f  
T h e o re m  2 .  T h e n  we h a v e  a  s y s t e m  R G *Со( Л)  o f  c o n g r u e n c e s  o f  Л. 
F rom  B A - t h e o r y  i t  f o l l o w s  t h a t  R i s  a  d i r e c t  d e c o m p o s i t i o n  o f  
t h e  BA < A b e c a u s e  F a c t  3 b e l o w  i s  a  t h e o r e m  o f  B A - t h e o r y .
F a c t  3
L e t  B G BA a n d  b G В b e  s u c h  t h a t  ( V i , j  G I ) ( i  Ф j  -  
-  b ^ b .  = 0 ) ,  s u p  b * I  = 1B a n d  ( Vy G I B) s u p  { y ^  h i  : i  G 1}
D
e x i s t s  i n  B.  T h e n  < r l ,  : i  G I>  i s  a  d i r e c t  d e c o m p o s i t i o n  o f  В
Í  D
i . e .  ( 3 h  G I s  ( B , p i 6 l R^b> ß ) X v i  G I)  p j  i ° h = r l £
Now b y  F a c t s  2 an d  3 we h a v e  t h a t  R i s  a  d i r e c t  d e c o m p o s i ­
t i o n  o f  Л .
QED o f  C o r o l l a r y  9 .
DEFINITION 4 (HMT[71]  D e f . 2 . 7 . 3 3 .  p .  453)
L e t  N b e  a  r e l a t i o n a l  s t r u c t u r e  N = < N , R . , E . . >.  . _  s u c hi  1 3  i , 3 G01
t h a t  (V i  < a ) R i  S  2N a n d  ( V i , j  G а ) Е ±  ^ Si N.
T hen  t h e  c o m p l e x  a l g e b r a  Cm N o f  N i s  d e f i n e d  a s  Cm N =
= <Sb N , U, ^ / R* » E ^  j  > ^ j Ga . C l e a r l y ,  Cm N i s  o f  t y p e  t Q.
END o f  D e f i n i t i o n  4
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P a r t  ( i )  -  ( i v )  o f  P r o p o s i t i o n  10 b e l o w  i s  t a k e n  f r o m  t h e  
r e p r e s e n t a t i o n  t h e o r y  o f  C y l i n d r i c  A l g e b r a s ,  s e e  HMT[ 71] ,  
c h a p t e r  2 . 7 .  We s h a l l  sh o w  t h a t  i t  c a n  b e  u s e d  i n  t h e  r e p r e s e n ­
t a t i o n  t h e o r y  o f  D ynam ic  A l g e b r a s ,  t o o .
PROPOSITION 10
L e t  C b e  a n  a l g e b r a  o f  t y p e  t  .
Then s t a t e m e n t s  ( i )  -  ( v i i )  b e l o w  a r e  e q u i v a l e n t :
( i )  C i s  a  n o r m a l  Bo a
( i i )  C = ISCm N f o r  some r e l a t i o n a l  s t r u c t u r e  N.
( i i i )  C = \яст N f o r  some r e l a t i o n a l  s t r u c t u r e
N = < N , R . , E . . > .  . s u c h  t h a t  t h e  same i d e n t i t i e si  1 1  1 , 1 6 a
h o l d  i n  <iC ,+  , • , 0 , 1  , c  . , d  . .> . . an d  i n'  l '  i j  i , i e a
<Sb N,U,n,0,N,R*,E.■>. .
1  1 1  i / l f e a
( i v )  C = <B, U, j g , R.  , E .  . >.  . f o r  some r e l a t i o n a l  s t r u c t u r eN 1  1  J 1  / J t a
N = < N , R . , E . . > .  . _ and  f o r  some В S S b  N.i  1 1  i , l € a
( v )  С = I S  <B, ф( n . , -  ) , e  . . > . . f o r  some Ds D =<A, В ' 0>i  i  ] 1 f ]) t a
an d  m a p p i n g s  n : a  -  A, e  : a x a  ■* B.
( v i )  С = I S  < B , 0 ( n . , -  ) ,  e. > . . f o r  some f u l l  Ds D = <A, B, Q>
1  l ]  1 ^ ] t a
a n d  m a p p i n g  n : a -  A, e  : a x a  -  В s u c h  t h a t  t h e
sam e  i d e n t i t i e s  h o l d  i n  <C,  + , • , 0 , 1 , c . , d . •>.  a n di  i l  1 , 1  Ga
i n  < В , и , П , 0 , 1 , 0 ( n ^ , —) , e ^ j > £  j g a '
( v i i )  C = < В , ф ( п . , - ) , e . .  . f o r  some в - f r e e  Dsi  i ]  i / ] t a
D = <А, В, ф>  a n d  m a p p i n g s  n : a  -  A, e  : a x a  -*• B.
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P r o o f
The  e q u i v a l e n c e  o f  ( i )  -  ( i v )  f o l l o w s  f r o m  HMT[71] D e f .  
2 . 7 . 4 . ,  Thms 2 . 7 . 5 . ( i ) ,  2 . 7 . 3 4 ,  2 . 7 . 3 5 ,  a n d  D e f .  2 . 7 . 1 3 .  Each  
o f  ( v )  -  ( v i i )  i m p l i e s  ( i )  b y  P r o p o s i t i o n  5 .
P r o o f  o f  ( i i i )  -  ( v i ) :
L e t  C = I ^  Cm N w h e r e  /V = < N , R . , E . . > .  i s  a  r e l a t i o n -i  i  j  l , jGa
a l  s t r u c t u r e ,  a n d  t h e  sam e i d e n t i t i e s  h o l d  i n  < C , + , * , . . . >  a nd
i n  <Sb N , U, П, . . . > .  L e t  D = <<Sb 2 N , I , U , ® >  , <Sb N , U , ~ > , 0 >  be  
t h e  f u l l  D ynam ic  s e t  a l g e b r a  w i t h  b a s e  N ( s e e  A n d r é k a - N é m e t i  
[ 7 9 ]  D e f . 2 ) .
L e t n : a -*• Sb 2n a n d  e  : ax a -  Sb N b e  d e f i n e d  a s
r T 1
1
a n d  e ^ = E. . 
i ]
f o r  a i l i / j G a .  T h e n  ф ( п . ^ , - )  =
1 » ~ ) -  RI f o r  a i l i  < a . I . e . Cm N == <Sb N,  U , R i  ,E^
= <Sb N , U, д , ф ( п . , - ) , e . . >.  . The  a d d i t i o n a l  r e q u i r e m e n tN l '  l j  i , j G a
a b o u t  i d e n t i t i e s  c l e a r l y  h o l d s .  (vi)
( v i )  i m p l i e s  ( v ) .
P r o o f  o f  ( v )  ■* ( v i i ) :
L e t  С = I S  <B , Q (  n . , - )  , e  . . > . _ f o r  some Ds D = <A ,В ,ф>v l  jG a
a n d  m a p p i n g s  n : a -► A, e  : a * a  -*■ B. T h e n
C s  <B' , ф ( n . , - ) , e . .>.  . w h e r e  B'  S  В a n d  ( V i , j  G a  ) l  1 3 1 , 3  Ga
[ф( n ^ , -  ) : В'  -  B'  a n d  e ^  G В ' ] .
L e t  A'  = {a G A : ( Vx G В ' ) ф ( а , х )  G В ' } .  C l e a r l y ,
{ n i  : i  G a} S  A ' .  We show t h a t  A'  i s  a  c l o s e d  s u b s e t  o f  
< A , I ,U> :
L e t  a , b  G A'  a n d  l e t  x  G B ' .
( a l b )  l * x  = ( b  * l a  1 ) * x  = b  1 # ( a  1 # x)  G B '  s i n c e  a  1#x G B'  b y  
a  G A'  a n d  t h e n  b 1 # ( a  1 # x)  G B'  by  b  G A ' .
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( a  U b )  1 # x  = a  1#x U Ь 1#х  g -B' s i n c e  b o t h  a  1#x  a n d  b  1#x 
a r e  i n  B '  b y  a , b  e A ' ,  a n d  B'  i s  c l o s e d  u n d e r  и .
L e t  а ' = < А ' , | , и >  . Now c l e a r l y  £>' = < л ' , В ' / < »  i s  a  © - f r e e
D s ,  a n d  C = < B ' / 0 ( n . , - ) ,  e . . > .  . w h e r e  n : a  -* A '  a n d
1  ID i / D £ a
G : a x a  -* В ' .
QED o f  P r o p o s i t i o n  10
DEFINITION 5 ( C f . P r a t t [ 7 9 ] )
By a  ф - f r e e  Da we u n d e r s t a n d  a  t w o - s o r t e d  a l g e b r a  
D =<<A , ; , v> ,B t(y>  s u c h  t h a t  s  E BA, a n d  
D И  ( ф ( а , х + у )  = < K a , x )  + <>( a , y )
( 1 )  0 ( a ; b , x )  = ф ( а , < > ( Ь , х ) )
( 2 ) < > ( a v b ,x )  = ф ( а , х )  + ф ( Ь , х )
O ( a , 0 )  = 0 }
A Da D = <A>B,0> i s  s e p a r a b l e  i f f  
( y a , b  6  A ) ( a ^ b  ~ ф ( а , - )  ф ф ( Ь , - ) ) .
END o f  D e f i n i t i o n  5 *(i)
The f o l l o w i n g  r e s u l t  i s  d u e  t o  K o z e n ,  we sh o w  t h a t  i t  c a n  
b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  t h e o r y  o f  C A - s ,  t o o .
COROLLARY 11 ( Ko z e n )
Any s e p a r a b l e  Ф- f r e e  Da i s  i s o m o r p h i c  t o  a  Ф- f r e e  Ds.
P r o o f
L e t  D = <A , B , 0 >  
L e t  С = < £ , ф ( а , - ) , 0 >  
5.  By P r o p o s i t i o n  10
b e  a  s e p a r a b l e  Ф- f r e e  Da.
е д . T h e n  C i s  a  n o r m a l  Вод  b y  P r o p o s i t i o n
( i )  -* ( v i )  t h e r e  a r e  a  f u l l  Ds
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D ' = < A ' , В'  , O'  > , a  m a p p i n g  n : A -  A '  
m o r p h i s m  h G Hom( C, <B'  , O'  ( n a , "  ) » 0>а £ д) • 
( 1 )  a n d  ( 2 )  i n  D e f i n i t i o n  5 h o l d  i n  D' .
a n d  a  o n e - t o - o n e  hom o-  
s u c h  t h a t  t h e  i d e n t i t i e s
F i r s t  we show t h a t  n G H o m ( 4 , < A ' , | , u > ) .  T h i s  w i l l  f o l l o w  
f r o m  t h e  f a c t s  t h a t  D'  i s  f u l l  a n d  d ' s a t i s f i e s  ( 1 )  a n d  ( 2 ) ,  
a s  f o l l o w s :
L e t  a , b  G A. L e t  t h e  b a s e  o f  D'  b e  N a n d  l e t  k , m  g N. T hen
{m} g В'  s i n c e  p '  i s  f u l l .  Now b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  O'  a n d  b y  
i d e n t i t y  ( 1 ) we h a v e
( k , m )  G n ( a ; b ) i f f  k G ^ ' ( n ( a ; b ) ' ) i f f  
к € O' ( n a , O' ( n b , {m} ) ) i f f  ( к  ,m ) G n a I n fa.
We h a v e  s e e n  n ( a ; b )  = n ( a )  I n ( b ) .  The p r o o f  o f
n ( a  V b )  = n ( a )  и n ( b )  i s  e n t i r e l y  a n a l o g o u s ,  t h e  o n l y  d i f f e ­
r e n c e  i s  t h a t  we u s e  ( 2 ) i n s t e a d  o f  ( 1 ) :
( k , m )  G n ( a v b )  i f f  к G 0 ' ( n ( a v b ) ,{ m })  i f f
к G (<У( n a , {m} ) и 0 ' ( n b , { m } ) )  i f f  ( k , m )  G n a  U n b  .
By t h e s e  we h a v e  s e e n  t h a t  n G Hom( A , < A ' , | , u > ) .
Then  < n , h >  i s  a  hom o m o rp h ism  f r o m  D i n t o  t h e  ® - f r e e  r e d u c t  
< < A ' , I , u > , B'  t O'  > o f  D' s i n c e  h G Horn( B , B ' ) and
( v a  g A)(Vîf G В ) ф '  ( n  , h x )  = h ^ ( a , x )  h o l d  b y3.
h G Hom( <£,<>( a , - ) , 0 > aeA / <B' , O’ ( ^ a , -  ) , 0 > a £ A ) .
By s e p a r a b i l i t y  o f  D we h a v e  t h a t  n i s  o n e - t o - o n e ,  s i n c e  
a  ^ b  -  0 ( a , - )  i < X h , ~ )  -  ^  ( n a , - )  ф < / ( n b , - )  n a  ï  n b  .
S i n c e  b o t h  n a n d  h a r e  o n e - t o - o n e ,  we h a v e  t h a t  < n , h >  i s  a n  
i s o m o r p h i s m  o f  D i n t o  a  Ф- f r e e  D s .
The f a c t  t h a t  Ф- f r e e  D s - s  a r e  c l o s e d  u n d e r  s u b a l g e b r a s  
c o m p l e t e s  t h e  p r o o f .
QED C o r o l l a r y  11
< I
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A n d r é k a - N é m e t i [ 7 9 ]  e x h i b i t s  a  d i f f e r e n t  p a r a l l e l i s m  b e t ­
w een  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  t h e o r i e s  o f  D a - s  a n d  C A ^ - s .  A b o u t  a  
r e p r e s e n t a t i o n  t h e o r y  of  CA^-s a n d  r e l a t e d  a l g e b r a s  s e e  H e n k i n -  
- M o n k - T a r s k i [ 7 9 ] ,  A n d r é k a - N é m e t i [ 7 9 a ] ,  N é m e t i [ 7 8 ]  C h a p t e r  7 ,  
A n d r é k a - N é m e t i [ 7 5 ] .  The c o n n e c t i o n  b e t w e e n  L o g i c ,  M o d e l ' T h e o r y  
a n d  CA^-s  i s  m ade  e x p l i c i t  a n d  i s  e l a b o r a t e d  i n  C h a p t e r  7 o f  
N é m e t i [ 78]  t o  a  c e r t a i n  e x t e n t .
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SOME PROBLEMS OF THE SEMANTIC TREATMENT 
OF THAT-CLAUSES IN MONTAGUE GRAMMAR
M i k l ó s  SÄNTHA
I n s t i t u t  o f  L i n g u i s t i c s ,  H u n g a r i a n  Academy o f  S c i e n c e s
B u d a p e s t ,  H u n g a r y
1.  T h a t - c l a u s e s  a r e  known t o  p l a y  s e v e r a l  d i f f e r e n t  r o l e s  i n  
cmmplex  s e n t e n c e s ,  f o r  i n s t a n c e ,  a s  i l l u s t r a t e d  by  t h e  f o l l o w i n g  
e x a m p l e s  :
( 1 )  The  p r o p o s a l  t h a t  h e  w o u l d  m a r r y  me c a u g h t  me u n p r e ­
p a r e d .
( 2 )  T h a t  P e t e r  i s  r i g h t  i s  c l e a r  a s  n o o n d a y .
( 3 )  He c o m p l a i n e d  t h a t  h e  h a d  t o  g o  o u t .
I n  s e n t e n c e  ( 1 ) ,  t h e  t h a t - c l a u s e  c a n  b e  s a i d  t o  e x p o u n d  t h e  
c o n t e n t  o f  t h e  p r o p o s a l  t h a t  c a u g h t  me u n p r e p a r e d .  I n  ( 2 )  t h e r e  
i s  n o  w o r d  t o  sum up  t h e  c o n t e n t  o f  t h e  t h a t - c l a u s e  ( a s  o p p o s e d  
t o  p r o p o s a l  i n  ( l ) )  b u t  i t  w o u l d  b e  e a s y  t o  f i n d  a  s u i t a b l e  o n e .
( 3 )  on  t h e  o n e  h a n d  s h o w s  a  s t r u c t u r e  p a r a l l e l  t o  ( 2 ) ,  on  t h e  
o t h e r ,  i t s  t h a t - c l a u s e  c a n  b e  u n d e r s t o o d  a s  a n  i n d i r e c t  q u o t a t i o n .
I n  g e n e r a l ,  s e n t e n c e s  w i t h  t h a t - c l a u s e s  c a n  b e  a p p r o a c h e d  
i n  tw o  d i f f e r e n t  w a y s .  On t h e  f i r s t  a p p r o a c h ,  t h a t - c l a u s e s  a r e  
s o m e t i m e s  d i r e c t l y  s u b o r d i n a t e d  t o  t h e  m a t r i x  v e r b ,  l i k e  t h e  
o t h e r  a r g u m e n t s ,  w h i l e  s o m e t i m e s  t h e y  a r e  s u b o r d i n a t e d  t o  a n  
a b s t r a c t  n o m i n a l .  A c c o r d i n g  t o  t h e  s e c o n d  a p p r o a c h  i t  i s  a l w a y s  
t h e  l a t t e r  w h i c h  i s  t h e  c a s e ,  o n l y  t h e  a b s t r a c t  n o m i n a l  may 
h a p p e n  t o  b e  a b s e n t  f r o m  t h e  s e n t e n c e .  H e r e  o n e  r e g a r d s  t h i s  
c o r r e s p o n d e n c e  a s  t h e  m o s t  c h a r a c t e r i s t i c  p r o p e r t y  o f  t h a t -  
c l a u s e s .  I l o n a  M o l n á r  [ 1 9 8 0 ]  a l s o  a c c e p t s  t h i s  f u n d a m e n t a l  r e ­
l a t i o n  b e t w e e n  t h e  a b s t r a c t  n o m i n a l  a n d  t h e  t h a t - c l a u s e ;  n e v e r ­
t h e l e s s ,  s h e  m akes  i t  e x p l i c i t  b y  m e an s  o f  a  t r a n s f o r m a t i o n  i n ­
t o  an  a t t r i b u t i v e  s e n t e n c e  h a v i n g  a n  a b s t r a c t  n o m i n a l  i n  i t s
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m a i n  c l a u s e ;  i . e .  i n s t e a d  o f  ( 4 )  a n d  ( 5 ) ,  s h e  r e l a t e s  ( 4 )  a n d  
( 6 ) by  t r a n s f o r m a t i o n :
( 4 )  I t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  M ary  i s  p r e t t y .
( 5 )  M a r y ' s  p r e t t i n e s s  i s  w e l l - k n o w n .
( 6 ) T h e  f a c t  t h a t  M ary  i s  p r e t t y  i s  w e l l - k n o w n .
Now i t  i s  c l e a r  t h a t  s e n t e n c e  ( 1 )  e x e m p l i f i e s  t h e  s p e c i a l  t y p e  
i n  w h i c h  t h i s  r e l a t i o n  i s  e x p l i c i t .  I n  t h i s  p a p e r  I  w i l l  d e a l  
w i t h  s e n t e n c e s  l i k e  t h i s  a n d  d e m o n s t r a t e  t h a t  d e s p i t e  i t s  
a p p a r e n t  s i m p l i c i t y ,  a  s a t i s f a c t o r y  s e m a n t i c  a c c o u n t  f o r  t h e  
r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  a b s t r a c t  n o m i n a l  a n d  t h e  t h a t - c l a u s e  i s  
n o t  s e l f - e v i d e n t .  ( I  w i l l  n o t  t r e a t  t h e  p r o b l e m  how a n d  when 
s e n t e n c e s  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  t h e  d e s i r e d  f o r m  o f  ( 1 ) . )
One m o r e  r e m a r k  i n  a d v a n c e :  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  a n  a b s t r a c t  
n o m i n a l  c a n  b e  f o l l o w e d  b y  i n f i n i t e l y  many d i f f e r e n t  s u b o r d i n a t e  
c l a u s e s .  I t  i s  a l r e a d y  n o t  s o  e v i d e n t ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  t h a t -  
- c l a u s e  d o e s  n o t  h a v e  a  u n i q u e  ' s u m m a r i z i n g '  a b s t r a c t  n o m i n a l  
e i t h e r .  ( N a t u r a l l y ,  we c a n  h a v e  o n l y  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  a b s t r a c t  
n o u n s . )  F o r  i n s t a n c e  f r o m  ( 7 )  we c a n  g e t  e i t h e r  o f  ( 8  a ,  b ,  c ) :
( 7 )  T h e y  p u b l i s h e d  t h a t  J o h n  h a d  e s c a p e d .
( 8  a )  T h e y  p u b l i s h e d  t h e  s t a t e m e n t  t h a t  J o h n . . .
( 8  b )  T h e y  p u b l i s h e d  t h e  s u p p o s i t i o n  t h a t  J o h n . . .
( 8  c )  T h e y  p u b l i s h e d  t h e  new s  t h a t  J o h n . . .
F ro m  now on  I  w i l l  c a l l  t h e  a b s t r a c t  n o m i n a l  r e l a t e d  t o  t h e  
t h a t - c l a u s e  a  ' s e n t e n t i a l  n a m e '  ( c f .  M o l n á r  ( 1 9 8 0 ) ) .  2
2 .  I  w i l l  c a r r y  o u t  my a n a l y s i s  i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  R. 
M o n t a g u e ,  d e f i n e d  by  m e a n s  o f  i n t e n s i o n a l  l o g i c  i n  M o n ta g u e  
( 1 9 7 4 ) .  L e t  me b e g i n  by  s k e t c h i n g  w h a t  we c a n  e x p e c t  f o r  t h e  
l o g i c a l  f o r m u l a e  t o  r e f l e c t .  C o n s i d e r  s e n t e n c e  ( 9 ) :
( 9 )  The  d e c i s i o n  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n  s u r p r i s e s  
m e .
We c a n  r i g h t l y  e x p e c t  t h a t  t h e  t r a n s l a t i o n  o f  ( 9 )  s h o u l d  e x p r e s s  
t h a t
( i )  s o m e t h i n g  s u r p r i s e s  me,
( i i )  t h i s  i s  a  d e c i s i o n ,  a n d ,  m o r e o v e r ,
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( i i i )  t h e  v e r y  d e c i s i o n  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n .
I n  t h e  f o l l o w i n g  p a r t  o f  t h i s  s e c t i o n  I  w i l l  r e v i e w  t h e  p r o p o s a l  
made  by  E . B .  D e l a c r u z  ( 1 9 7 6 ) ,  w h e r e  h e  e n d e a v o u r s  t o  s a t i s f y  
t h e s e  c o n d i t i o n s ,  a l t h o u g h  w i t h o u t  s t a t i n g  th e m  e x p l i c i t l y .  H i s  
a p p r o a c h  i s  r e a l l y  t h e  m o s t  n a t u r a l  o n e  a n d  a l t h o u g h  I  w i l l  t r y  
t o  c r i t i c i z e  a n d  m o d i f y  h i s  p r o p o s a l s  i t  i s  w o r t h w h i l e  t o  h a v e  
a  l o o k  a t  th e m  s i n c e  i n  t h i s  i n d u c t i v e  way  we c a n  g e t  a  b e t t e r  
i n s i g h t  i n t o  t h e  p r o b l e m s  w h i c h  r e n d e r  o u r  t a s k  m o r e  d i f f i c u l t .
The  f i r s t  i d e a  i s  t h a t  p r o p o s i t i o n s  ( b y  t h i s  n o t i o n  i s  
u n d e r s t o o d  t h e  d e c l a r a t i v e  s e n t e n c e  p r e c e d e d  by  t h e  c o n n e c t i v e  
t h a t  ) c a n  p l a y  a  r o l e  i n  t h e  b u i l d i n g  o f  t h e  s e n t e n c e s  a t  i s s u e  
w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  e n t i t i e s  i n  t h e  b u i l d i n g  o f  t h e  
u s u a l  c a t e g o r i e s ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e i n g  t h a t  e n t i t i e s  a r e  r e p ­
r e s e n t e d  by  v a r i a b l e s  o r  c o n s t a n t s  o f  t y p e  < s , e >  a n d  p r o p o s i ­
t i o n s  c o r r e s p o n d  t o  o n e s  o f  t y p e  < s , t > .  On t h e  b a s i s  o f  t h i s  
o b s e r v a t i o n  p r o p o s i t i o n - l e v e l  b a s i c  c a t e g o r i e s ,  s y n t a c t i c  a n d  
t r a n s l a t i o n  r u l e s  c a n  b e  g i v e n  q u i t e  a u t o m a t i c a l l y .  F o r  t h e  
s a k e  o f  p a r a l l e l i s m  I  w i l l  u s e  t h e  same l e t t e r s  f o r  n a m i n g  e n ­
t i t y - l e v e l  a n d  p r o p o s i t i o n - l e v e l  c a t e g o r i e s  e x c e p t  t h a t  t h e  
l a t t e r  a r e  u n d e r l i n e d .
C a t e g o r i e s  a n d  t h e i r  b a s i c  e x p r e s s i o n s :
BIV : p r o p o s i t i o n - l e v e l  i n t r a n s i t i v e  v e r b s  o f  c a t e g o r y  t / t .
E . g .  h a p p e n , t u r n - o u t
BçN : p r o p o s i t i o n - l e v e l  common n o u n s  o f  c a t e g o r i y  t / / t  ( i n  f a c t ,  
t h e  m e m b e rs  o f  t h i s  s e t  a r e  s e n t e n t i a l  n a m e s ) .
E . g . :  n e w s , f a c t , a s s u m p t i o n , d r e a m  
BT = Вt yIV : p r o p o s i t i o n - l e v e l  t e r m s  o f  c a t e g o r y  t / ( t / t ) .
(No b a s i c  e x p r e s s i o n s )
Bj v / t  : t r a n s i t i v e  v e r b s  t a k i n g  p r o p o s i t i o n s  a s  s u b j e c t ,  o f  
c a t e g o r y  ( t / t ) / ( t / ( t / e ) ) .
E . g .  : s u j p r i s e , t r o u b l e , am u se
Bj-v / t  : t r a n s i t i v e  v e r b s  t a k i n g  p r o p o s i t i o n s  a s  o b j e c t ,  o f  
c a t e g o r y  ( t / e ) / ( t / ( t / t ) ) .
E . g . : k n o w , h e a r , s u p p o s e
Bj v / t  : t r a n s i t i v e  v e r b s  t a k i n g  p r o p o s i t i o n s  b o t h  a s  s u b j e c t  
a n d  o b j e c t ,  o f  c a t e g o r y  ( t / t ) / ( t / ( t / t ) ) .
E . g . : b e
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New s y n t a c t i c  r u l e s  :
C 9
b l : I f  a G Pj_, t h e n F ' ( a )  G PT , w h e r e  F ^ ' ( a )  = t h a t  ct
C 9
b 2 : I f  у G P T a n d  и G P CN, t h e n F 2 '  ( y , u )  e  P T , w h e r e
t h e  и У i f  y i s  o f  t h e  f o r m  t h a t  a
F 2  ' ( У ) =
у o t h e r w i s e
The  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  v a r i a b l e s  i s  n e c e s s a r y  f o r  
t h e  s t a t i n g  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s l a t i o n  r u l e s :
V
p , q , r , p ' , q ' , r ' G Va r
P , R G Va r
Q/ Q' G Va r
z G Va r
C, D G Va r
< s , t >
< s , <<s , t > , t>> 
<s,<<s,<<s,t>,t>>,t>> 
<s,<<s,<<s,<<s,t>,t>>,t>>,t>> 
<<s, t > , t>
T r a n s l a t i o n  r u l e s :
t h e  t r a n s l a t i o n  o f  a  b a s i c  e x p r e s s i o n  i s  a  c o n s t a n t  o f  
t h e  a p p r o p r i a t e  t y p e ,  d e s i g n a t e d  by  t h e  p r i m e d  v a r i a n t  
o f  t h e  w o r d .  E x c e p t i o n :  b e  t r a n s l a t e s  a s  b e '  =
= XQ. Xr . (VQ)(A\q'(r=q'))
I f  a G P t , t h e n  F ^ ' ( a )  t r a n s l a t e s  a s  \ P . VP ( Aa ' ) .
t h e n
V : 
T 2 ' : I f У 6  Р т CN '
\R.3q(Vp( (u ' (p )A b e '  (A у '  ))(?)<=> p=q)AVR(q) )
F 2 ' ( у , и) t r a n s l a t e s  a s
A p p l y i n g  t h i s  l a t t e r  r u l e  we c a n  a l r e a d y  o b t a i n  t h e  t r a n s ­
l a t i o n s  o f  t h e  s e n t e n c e s  e x a m i n e d .  E . g . ,  a f t e r  t h e  a u t o m a t i c  
a p p l i c a t i o n  o f  P T Q - r u l e s  A - c o n v e r s i o n  w i l l  y i e l d  t h e  f o l l o w i n g  
f o r m u l a  c o r r e s p o n d i n g  t o  ( 9 ) :
( 9 ' )  3 q ( V p ( ( d e c i s i o n ' ( p)  Л p '  = AJ o h n  i s  l e a v i n g . . . ' )  < = > 
<=>p=q)A  s u r p r i s e '  (л 1/  ) (q  ) )
T h i s  f o r m  o f  t h e  t r a n s l a t i o n  a l r e a d y  s h o w s  t h a t  t h e  t h r e e  r e ­
q u i r e m e n t s  a r e  s a t i s f i e d  b e c a u s e
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( i i )  a n d  ( i i i ) :  i t  f o l l o w s  f r o m  t h e  l e f t h a n d  s i d e  o f  t h e  c o n ­
j u n c t i o n  w i t h i n  t h e  s c o p e  o f  t h e  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i e r  t h a t  
t h e r e  i s  a  u n i q u e  q  w h i c h  i s  a  d e c i s i o n ,  a n d  f r o m  i t s  r i g h t h a n d  
s i d e  t h a t  i t  i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n ,  
a n d  ( i ) :  t h i s  q s u r p r i s e s  me.
3.  T h i s  m o s t  n a t u r a l  l o o k i n g  c o n s t r u c t i o n  i s  p r a c t i c a l l y  
t h e  same a s  w h a t  we f i n d  i n  D e l a c r u z ' s  p a p e r  ( w i t h o u t  t h e  e x p l i ­
c a t i o n  o f  t h e  r e q u i r e m e n t s ) .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  t r a n s l a t i o n  o b ­
t a i n e d  i n  t h i s  way h a s  tw o  p r o p e r t i e s  w h i c h  c a s t  s e r i o u s  d o u b t s  
a t  i t s  c o r r e c t n e s s .  I n  t h e  f o l l o w i n g  p a r t s  I  w i l l  t r y  t o  r e m e d y  
t h i s  s i t u a t i o n  by  m o d i f y i n g  t h e  c o n s t r u c t i o n .  B e f o r e  t u r n i n g  t o  
t h a t ,  h o w e v e r ,  I  w i l l  show t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  much s i m p l e r  
f o r m u l a  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  ( 9 ' )  a l t h o u g h  we c a n n o t  g e t  i t  by  
X - c o n v e r s i o n . ( 9 ' )  h a s  t h e  f o r m  3 q ( F ( q ) A G ( q ) ) .  O b v i o u s l y ,  s u c h  
a  f o r m u l a  i s  t r u e  i f f  t h e  s e t s  d e t e r m i n e d  b y  F a n d  G h a v e  a 
common member  i . e .  i f f
( 1 0 )  {q : F ( q  ) } П {q : G( q )  } ф <J>
N o t i c e ,  h o w e v e r ,  t h a t  {q : F ( q ) }  may a t  m o s t  b e  a  u n i t  s e t  ( i t s
o n l y  member  b e i n g  AJ o h n  i s  l e a v i n g . . . ' ) ,  d e p e n d i n g  o n  w h e t h e r  
d e c i s i o n ' (AJ o h n  i s  l e a v i n g . . . '  ) i s  t r u e .  I t  i s  t h e r e f o r e  e v i ­
d e n t  t h a t  t h e  two s e t s  may h a v e  no  o t h e r  common m em ber  e i t h e r ,
t h a t  i s ,  ( 9 ' )  i s  t r u e  o n l y  i f  ( 1 1 )  i s  t r u e :
( 1 1 )  d e c i s i o n '  ( AJ o h n  i s . . . ' )Л s u r p r i s e ' (AI ' )
(AJ o h n  i s  . . . ' )
The p r o b l e m s  t o  g e t  r i d  o f  a r e  a l r e a d y  p e r s p i c u o u s  i n  t h i s  
f o r m u l a .  L e t  u s  f i r s t  f o r m  t h e  n e g a t i o n  o f  ( 9 ) :
( 1 2 )  The  d e c i s i o n  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n  d o e s  
n o t  s u r p r i s e  me. The  t r a n s l a t i o n  o f  ( 1 2 ) ,  d r a w i n g  f r o m  ( 1 1 )  i s
( 1 2 ' )  d e c i s i o n  ' (A J o h n  i s  . . . ' )V ~1 s u r p r i s e  '  (A I  ' )
(A J o h n  i s . . . ' )
T h i s  c a n n o t  b e  a n  a c c e p t a b l e  t r a n s l a t i o n  f o r  ( 1 2 ) ,  h o w e v e r ,  
s i n c e  ( 1 2 )  i m p l i e s  t h a t  i t  i s  a  d e c i s i o n  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  
f o r  B e r l i n  w h i l e  ( 1 2 ' )  c a n  b e  t r u e  e v e n  i f  t h e  c o n t r a r y  i s  t h e
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c a s e .  I t  i s  c l e a r  t h a t  t h i s  p r o b l e m  d o e s  n o t  r e s u l t  f r o m  a n y t h i n g  
p a r t i c u l a r  t o  ( 9 )  b u t  i t  c o n c e r n s  a l l  t h e  s e n t e n c e s  u n d e r  i n ­
v e s t i g a t i o n .  The  r e a s o n  i s  t h a t  i n  a l l  t h o s e  i t  f o l l o w s  b o t h  
f r o m  t h e  s e n t e n c e  a n d  i t s  n e g a t i o n  t h a t  t h e  s u b o r d i n a t e  c l a u s e  
i s  c o n c e i v e d  o f  a s  i t s  s e n t e n t i a l  n a m e .  I n  o t h e r  w o r d s ,  ( 9 )  
a n d  ( 1 2 )  p r e s u p p o s e  ( 1 3 ) ,  w h i c h  i s  n o t  r e f l e c t e d  by  t h e  a b o v e  
t r a n s l a t i o n  :
( 1 3 )  I t  i s  a  d e c i s i o n  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g . . .
T h i s  k i n d  o f  p r e s u p p o s i t i o n  i s  w o r t h  d w e l l i n g  o n  a  b i t  f u r t h e r  
s i n c e  i t  c a n  b e  s a i d  t o  b e  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  f a c t i v e  p r e ­
s u p p o s i t i o n .  K i p a r s k y  a n d  K i p a r s k y  ( 1 9 7 0 )  a s s i g n  a  s p e c i a l  
s t a t u s  t o  p r e d i c a t e s  l i k e  r e g r e t , t h e  t h a t - c o m p l e m e n t  o f  w h i c h  
i s  p r e s u p p o s e d  t o  b e  t r u e  a n d  t h u s  i t  i s  a d e f i n i n g  p r o p e r t y  
o f  s o - c a l l e d  f a c t i v e  s e n t e n c e s  t h a t  t h e  t h a t - c o m p l e m e n t  o f  t h e i r  
p r e d i c a t e  c a n  a l w a y s  b e  p r e f i x e d  w i t h  f a c t  w i t h o u t  c h a n g i n g  
t h e i r  m e a n i n g .  I t  i s  c e r t a i n l y  t r u e  t h a t  t h e  t r u t h  o f  t h e  s u b ­
o r d i n a t e  c l a u s e  f o l l o w s  b o t h  f r o m  t h o s e  s e n t e n c e s  a n d  t h e i r  
n e g a t i o n ;  i f  h o w e v e r  we d e f i n e  t h e  c o n s t a n t  f a c t '  s o  t h a t  t h e  
i n t e n s i o n  o f  a  s e n t e n c e  i s  a  member o f  i t  i f f  t h e  s e n t e n c e  i t ­
s e l f  i s  t r u e ,
( 1 4 )  f a c t '  ( a ' )  i s  t r u e  i f f  a '  i s  t r u e
t h e n  t h i s  n a t u r a l  d e f i n i t i o n  r e n d e r s  f a c t i v e  p r e s u p p o s i t i o n s  a s  
a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  a b o v e  s t a t e d  k i n d .  L e t  u s  t a k e  a  c o m p l e x  
s e n t e n c e  w i t h  a  f a c t i v e  p r e d i c a t e .  I n  v i e w  o f  t h e  f a c t i v i t y  o f  
t h e  p r e d i c a t e  t h e  t h a t - c l a u s e  may b e  p r e f i x e d  w i t h  f a c t . I n  
v i e w  o f  t h e  g e n e r a l l y  v a l i d  p r e s u p p o s i t i o n  ( c f .  ( 1 3 ) )  t h e  i n ­
t e n s i o n  o f  t h e  t h a t - c l a u s e  m u s t  b e  a  member  o f  f a c t '  a n d ,  i n  
v i e w  o f  ( 1 4 ) ,  i t  m u s t  b e  t r u e .  I n  o t h e r  w o r d s ,  f a c t i v e  p r e s u p ­
p o s i t i o n s  c o n s t i t u t e  a  s p e c i a l  c a s e  i n s o f a r  a s  t h e  s e n t e n t i a l  
name f a c t  h a s  a  s p e c i a l  s e m a n t i c s  among s e n t e n t i a l  names  i n  
g e n e r a l .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  q u e s t i o n  w h i c h  p r e d i c a t e s  a r e  
f a c t i v e  i n  t h e  s e n s e  o f  w h i c h  p r e d i c a t e s  may b e  r e l a t e d  t o  t h e  
s e n t e n t i a l  nam e  f a c t  w i l l  a l s o  becom e  a  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  
q u e s t i o n  w h i c h  p r e d i c a t e s  may be  r e l a t e d  t o  a n y  g i v e n  s e n t e n ­
t i a l  name.
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The t r e a t m e n t  o f  p r e s u p p o s i t i o n s  r e q u i r e s  a n  e x t e n s i o n  
o f  M o n t a g u e ' s  i n t e n s i o n a l  l o g i c .  H e r e  I  w i l l  o n l y  i n d i c a t e  t h e  
o u t l i n e s ,  r e f e r r i n g  t h e  r e a d e r  t o  R ú z s a  ( 1 9 7 8 ) .  To t h e  s e t  
{0 , 1 } o f  t r u t h  v a l u e s  we a d d  a  new e l e m e n t  2 t o  d e s i g n a t e  t h e  
t r u t h  v a l u e  g a p ,  w h i c h  co m es  i n t o  p l a y  i f ,  f o r  some r e a s o n s ,  
we c a n n o t  o r  do  n o t  w a n t  t o  a s s i g n  a  t r u t h  v a l u e  t o  t h e  s e n ­
t e n c e  ( e . g .  b e c a u s e  o n e  o f  i t s  p r e s u p p o s i t i o n s  f a i l s ) .  We d e ­
f i n e  s u c h  a  d e g e n e r a t e  e l e m e n t  ( n u l l - e n t i t y ) ,  n o t  o n l y  f o r  t h e  
s e t  o f  t r u t h  v a l u e s  b u t  f o r  a l l  t y p e s .  The  k e y  i d e a  o f  t h e  d e ­
f i n i t i o n  i s  t h a t  g i v g n  t h e  n u l l - e n t i t y  o f  d o m a in  D^, t h e  n u l l -  
- e n t i t y  o f  d o m a in  a i s  t h a t  f u n c t i o n  w h i c h ,  f o r  e v e r y  e l e ­
m e n t  o f  , t a k e s  t h e  n u l l - e n t i t y  o f  a s  i t s  v a l u e .
I n  s y n t a x  we d e f i n e  t h e  i o t a - o p e r a t o r .  L e t  ME^ b e  t h e  
s e t  o f  m e a n i n g f u l  e x p r e s s i o n s  o f  t y p e  a .
A . 1 .  I f  F G MEt  a n d  c o n t a i n s  a  f r e e  o c c u r r e n c e  o f  t h e  
v a r i a b l e  x e ME . t h e n  o x ( F )  e  ME .cl 3
r t h a t  e l e m e n t  o f  D o f  w h i c h  F i s  t r u ed
«  i f  Da  h a s  e x a c t l y  o n e  s u c h  e l e m e n t
B . 1 .  V ( i x ( F )  )
t h e  n u l l - e n t i t y  o f  o t h e r w i s e
t h e
The new p r o p o s a l  f o r  t h e  t r a n s l a t i o n  o f  ( 9 )  m a k e s  u s e  o f  
i o t a - o p e r a t o r  :
( 9 ' ' )  s u r p r i s e ' ( AI ' ) ( i p ( d e c i s i o n ' ( р) Л p = AJ o h n  i s . . . ' ) )
T h a t  t h i s  t r a n s l a t i o n  r e a l l y  c o r r e c t s  t h e  f i r s t  m i s t a k e  c a n  b e  
e a s i l y  s e e n  f r o m  t h e  t a b l e  o f  i t s  v a l u e s :
{
0 ,  i f f  d e c i s i o n  ' ♦ (A J o h n  . . . ' ) Л I s u r p r i s e  ' 
( AI '  ) ( AJ o h n . . . ' X
1 . i f f  d e c i s i o n ' ( AJ o h n . . . ' )A s u r p r i s e ' 
(AI  '  ) (A J o h n .  . . ' )
2 ,  i f f  ~1 d e c i s i o n ' (A J o h n . . . '  )
4 .  Now I  t u r n  t o  t h e  p o i n t  w h i c h  I  r e g a r d s  a s  t h e  s e c o n d  
e s s e n t i a l  m i s t a k e  i n  ( 9 ' ) .  As i t . c a n  b e  s e e n  f r o m  ( 1 1 ) ,  ( 1 6 ' )  
i s  a  t r i v i a l  c o n s e q u e n c e  o f  ( 9 ' ) :
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( 1 6 )  T h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n  s u r p r i s e s  me.
( 1 6 ' )  s u r p r i s e ' (A I '  ) ( AJ o h n  i s . . . '  )
N o t i c e ,  h o w e v e r ,  t h a t  ( 1 6 )  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  a  c o n s e q u e n c e  o f  
( 9 ) .  I t  may w e l l  b e  t h e  c a s e  t h a t  J o h n  g o e s  t o  B e r l i n  e v e r y  
w e e k - e n d  a n d  t h e r e f o r e  t h e  f a c t  i t s e l f  d o e s  n o t  s u r p r i s e  me b u t  
t h i s  b e i n g  a  d e c i s i o n  ( o r ,  w i t h  o t h e r  s e n t e n t i a l  n a m e s ,  a  d r e a m ,  
a n  u r g e n t  m e s s a g e  e t c . )  i t  d o e s ,  i n d e e d .  To p u t  i t  i n  a n o t h e r  
w a y ,  t h e  p r e s e n t  c o n s t r u c t i o n  w o u l d  m ake  ( 1 7 )  a  c o n t r a d i c t i o n  
-  s i n c e  b o t h  ( 1 6 ' )  a n d  i t s  n e g a t i o n  w o u l d  f o l l o w  f r o m  i t s  t r a n s ­
l a t i o n  -  w h i l e  i t  i s  n o t :
( 17)  I  am n o t  s u r p r i s e d  by t h e  f a c t  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  
f o r  B e r l i n  b u t  I  am s u r p r i s e d  b y  t h e  d e c i s i o n  t h a t  
J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n .
T h e  t a b l e  i n  ( 1 5 )  a l s o  m a k e s  i t  c l e a r  t h a t  t h e  new t r a n s l a t i o n
( 9 "  ) h a s  n o t  c o r r e c t e d  t h i s  m i s t a k e ,  e i t h e r ,  t h a t  i s ,  f u r t h e r
c o r r e c t i o n s  a r e  n e e d e d .
The s o u r c e  o f  t h e  m i s t a k e  i n  ( 9 ' ' )  i s  t h a t  t h e  r e l a t i o n  
b e t w e e n  t h e  s e n t e n t i a l  nam e  t h e  t h e  t h a t - c l a u s e  i s  i n d i c a t e d  b y  
m e a n s  o f  e q u a t i n g  t h e  v a r i a b l e  b o u n d  by  t h e  i o t a - o p e r a t o r  w i t h  
t h e  em bedded  p r o p o s i t i o n .  T h i s  p r o b l e m  c a n  b e  r e s o l v e d  i f ,  i n ­
s t e a d  o f  an  e q u a t i o n ,  we s a y  t h a t  t h e  i o t a - b o u n d  v a r i a b l e  c o n ­
t a i n s  t h e  p r o p o s i t i o n  a s  i t s  m ember .  I n  t h i s  way we i n t r o d u c e
a n  i n t e r m e d i a t e  c a t e g o r y  b e t w e e n  p r o p o s i t i o n s  a n d  s e n t e n t i a l  
n a m e s  ( o r ,  p r e d i c a t e s )  a p p l i c a b l e  t o  t h e m .  The new c a t e g o r y  w i l l  
h a v e  t h e  t y p e  < < s , t > , t >  ( s o  f a r  r e s e r v e d  f o r  p r o p o s i t i o n - l e v e l  
i n t r a n s i t i v e  v e r b s  an d  common n o u n s )  a n d  a l l  t h e  o t h e r  c a t e g o ­
r i e s  become o n e  l e v e l  m o re  c o m p l e x ,  i . e .  a r e  b u i l t  u p  f r o m  t h i s  
new c a t e g o r y  i n  t h e  same w ay  a s  t h e y  h a v e  s o  f a r  b e e n  b u i l t  up  
f r o m  t .  The new c a t e g o r y  h a s  m a i n l y  l o g i c a l  s i g n i f i c a n c e .  No 
d i r e c t  t r a n s l a t i o n  w i l l  y i e l d  a c o n s t a n t  o f  t h i s  t y p e  a n d  t h e  
m e a n i n g  o f  i t s  e l e m e n t s  c a n n o t  be  d e s c r i b e d  i n  n a t u r a l  l a n g u a g e  
a n y  m o r e  p r e c i s e l y  t h a n  ' t h e  w a y / t h e  k i n d  o f  t h i n g  a s  t h e  s u b ­
o r d i n a t e  c l a u s e  c a n  b e  c o n c e i v e d  o f ' .
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5.  B e f o r e  g i v i n g  a n  e x a c t  d e f i n i t i o n  o f  t h e  new c a t e g o ­
r i e s ,  s y n t a c t i c  a n d  t r a n s l a t i o n  r u l e s  I  w i l l  d e m o n s t r a t e  t h i s  
f i n a l  t r a n s l a t i o n  p r o p o s a l  o n  t h e  e x a m p l e  d i s c u s s e d  a b o v e  a n d  
show t h a t  t h e  two c r u c i a l  o b j e c t i o n s  no  l o n g e r  a p p l y  t o  i t .  The  
f i n a l  t r a n s l a t i o n  o f  ( 9 )  i s  ( 9 ' ' ' ) :
( 9 '  '  ' ) s u r p r i s e  '  (A 1 '^ ) ( A 1C( d e c i s i o n  '  ( AC ) Л C ( A J o h n  i s . . . 5 ) )
C om pare  w i t h  t h e  f i n a l  t r a n s l a t i o n s  o f  ( 1 6  ) , ( 1 3 ) ,  a n d  ( 1 8 ) :
( 1 6 )  T h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n  s u r p r i s e s  me.
( 1 6 ' " )  s u r p r i s e ' (A I ' ) ( Ai C ( C ( AJ o h n  i s . . . ' ) ) )
( 1 3 )  I t  i s  a  d e c i s i o n  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n .
( 1 3 ' ' ' )  3 C [d e c i s i o n ' ( ЛС) Л C(AJ o h n  i s . . . ' ) ]
( 1 8 )  The d e c i s i o n  i s  t h a t  J o h n  i s  l e a v i n g  f o r  B e r l i n .
( 1 8 ' " )  3C[ VD [ d e c i s i o n  '  (АР)<*:Ю=С] A C (AJ o h n  i s .  . . ' ) ]
( 1 6 ' " )  i s  n o  l o n g e r  a  l o g i c a l  c o n s e q u e n c e  o f  ( 9 ' " )
s i n c e  f o r  t h e  f o r m e r  t o  b e  t r u e  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  t h e r e  b e  
e x a c t l y  o n e  e l e m e n t  o f  D , , .  ^  t h a t  AJ o h n  i s  l e a v i n g  f o r
N N S  f  L  ^  f  U  X  — —
B e r l i n  i s  a member  o f .  T h i s  i s  n o t  a  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  o f  t h e  
t r u t h  o f  ( 9 ' " )  h o w e v e r ,  s i n c e  i t  c a n  b e  t r u e  e v e n  i f  t h e r e  a r e  
s e v e r a l  s u c h  m e m b e rs  o f  . .  . .  b u t  o n l y  o n e  o f  t h e m  i s  a n
e l e m e n t  o f  d e c i s i o n ' . T h a t  i s ,  we h a v e  g o t  r i d  o f  t h e  s e c o n d  
m i s t a k e .  As f o r  t h e  f i r s t  o n e :  ( 1 3 ' " )  r e m a i n s  a  c o n s e q u e n c e  o f  
b o t h  ( 9 ' " )  a n d  i t s  n e g a t i o n  s i n c e  t h e s e  s e n t e n c e s  now p r e ­
s u p p o s e  t h a t
( 1 9 )  3 ! C[ d e c i s i o n ' ( AC) A C(AJ o h n  i s . .  . ' ) ]
w h i c h  o b v i o u s l y  i m p l i e s  ( 1 3 ' " ) .  N o t e ,  t h a t  f r o m  ( 9 ' " )  o n e  
c a n n o t  i n f e r  ( 1 8 ' " ) ,  w h i c h  i s  q u i t e  r i g h t ,  h o w e v e r ,  s i n c e  t h e  
f o r m e r  d o e s  n o t  s a y  t h a t  t h e r e  i s  o n l y  o n e  d e c i s i o n .
The  d e f i n i t i o n  o f  s y n t a c t i c  r u l e s  a n d  t h e i r  t r a n s l a t i o n s  
i s  s o m e w h a t  c o m p l i c a t e d  by  t h e  f a c t  t h a t  i n  s e n t e n c e s  l i k e  
( 9 ' " )  a n d  ( 1 6 " ' )  t h e  i o t a - o p e r a t o r  b i n d s  t h e  v a r i a b l e  c h a ­
r a c t e r i z i n g  t h e  e m b ed d e d  p r o p o s i t i o n  a n d  t h i s  p r o p o s i t i o n  c a n ­
n o t  b e  r e t r i e v e d .  T h e r e f o r e  t h e  s t r u c t u r e  o f  ( 9 ' " )  c a n n o t  b e  
o b t a i n e d  f r o m  t h a t  o f  ( 1 6 " ' ) .  A s i m p l e  s o l u t i o n  s e e m s  t o  b e  t o  
p r o v i d e  t h a t  w i t h  v a r i o u s  t r a n s l a t i o n s  ( w h i c h  i s  a l s o  j u s t i f i e d  
b y  t h e  v a r i e t y  o f  r o l e s  t h i s  w ord  may p l a y  i n  s y n t a x ) .  Con­
s e q u e n t l y ,  t h e  same p r o p o s i t i o n  may b e l o n g  t o  v a r i o u s  t y p e s
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d e p e n d i n g  o n  t h e  r o l e  i t  p l a y s  i n  t h e  s e n t e n c e  a n d  t h e  s y n t a c t i c :  
r u l e s  a p p l i c a b l e  t o  i t  v a r y  w i t h  t h o s e  c a t e g o r i e s .
The p r o p o s i t i o n - l e v e l  c a t e g o r i e s  r e d e f i n e d  (m em bers  r e m a i n  
u n c h a n g e d ) :
Bi v  = Bt / ( t / t )
BCN = Bt / / ( t / t )
BT = Bt / I V  = Bt / ( t / ( t / t ) )
BI V / T  = B( t / ( t / t ) ) / ( t / ( t / e ) )
BI V / T  = B( t / e ) / ( t / ( t / / ( t / t ) ) )
New c a t e g o r i e s  a n d  b a s i c  e x p r e s s i o n s :
BK : B ( t / t ) / T be
BH1 = B ( t / / / ( t / t ) ) / t t h a t ^
BH2 BT / t t h a t , ,
BH3 B ( T / C N ) / t t h a t , ,
S y n t a c t i c  r u l e s  :
S 3
S4
S5
S6
I f  a e PCN t h e n  F 3 - ^ ( a ) ,  F 
F 2 ( a )  = a (  n ) a a n d  F^ 2
I f  a G a n d  ß G t h e n
w h e r e  F ^ ' ( a , ß ) = i t  » a ß . 1 
I f  a G Вн 2  a n d  ß e  P fc t h e n  
F 5 ' ( a ß )  = i t  *aß .
I f  a G BH3  a n d  ß g P fc t h e n  
Fg ' ( a  / ß ) = a ß .
3 , 2  ' ^“ ) 6  
, ( a ) = t h e
F 4 ' ( a , ß )  G 
F 5 ' ( a , ß )  G 
Fg ' ( a , ß ) G
PT
a
P
P
P
w h e r e
t / 1 1 ( t / t )
m w h e r e
T/ÇN Where
S in ce  the p r e s e n t  paper fo cu ses  on the  sem antic  problem s o f t h a t -c la u s e s , 
th e  sy n ta c tic  r u le s  I g ive h e re  a re  m erely meant to  i l l u s t r a t e  the  work­
ing  o f my p ro p o sa ls  . T h e re fo re , I ignored  th e  i n t r i c a c i e s  o f  the  a l t e r n a ­
t io n  o f bare t h a t - c la u s e s  and t h e i r  dummy-it v e rs io n  in  s u b je c t  p o s i t io n  
and provided o n ly  fo r  the  g e n e ra l ly  a p p lic a b le  i t - v e r s io n .  I t  appears t h a t  
th e  only case in  which th i s  p ro ced u re  i s  n o t v ia b le  i s  th e  type  (18) s in c e  
th e  sentence I t  i s  the  d e c is io n  t h a t . . .  i s  n o t synonymous w ith  The d e c i­
s io n  i s  t h a t . . .  a lthough  my fragm ent t r e a t s  i t  a s  i f  i t  w ere.
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S ? '  : I f  a G PT/' CN a n d  3 e  PCN t h e n  F 7 ' ( a , 3 )  G PT w h e r e  
F 7 ' ( a , 3 )  = t h e  3 a .
S g '  : I f  a G PR a n d  3 G PT t h e n  F Q' ( a , 3 )  € P t / t  w h e r e
F g ' ( a , 3 )  = a 3 .
S g ' : I f  a G P t / / / ( t / t ) a n d  3 G P t / t  t h e n  F g ' ( a , 3 )  e P fc
2
w h e r e  F g ' ( a , 3 )  = a [ * / 3 ] .
S l 0 ' : I f  a G PT a n d  3 G P i y  t h e n  F l 0 ' ( a , 3 )  G P fc w h e r e  
F i 0 ' ( a , 3 )  = a3 i f  a = F ^ ' ( t i 6)  a n d
F l o ' ( a , 3 )  = a [* /3]  i f  a  = F 5 ' ( t » 6 ) .
The new b a s i c  e x p r e s s i o n s  t r a n s l a t e  a s ;
b e '  = \ Z . \ p . v Z(A\ R . v R ( p ) )
t h a t ^ = \ p . \ P vP ( p )
t h a t 2 = \ p . \ Q . v Q( Ao C ( C ( p ) ) )
t h a t ,  = \ p . \ Q ' . \ Q . vQ ( a i C ( V ( a C)  Л C ( p ) ) )
T r a n s l a t i o n  r u l e s :
T 3 : F 3 ^ ( a )  t r a n s l a t e s  a s  \ Q . 3 C [ a ' ( AC) A V Q ( C ) ) ]
T 3 2 ' : F 3 2 *  ^a ) t r a n s l a t e s  a s  \ Q . 3C[ VD[ а '  (A D ) < = >C=D]avQ( C)] 
T i  ' ( i = 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 )  : F ^ i a / ß )  t r a n s l a t e s  a s  a ' ( A3 ' ) .
To d e r i v e  s e n t e n c e  ( 9 )  I  u s e d  S g ' ,  S 7 ' a n d  S 1 ' , f o r  (16 )
'  a n d  S ^ 0 ' ,  a n d  f o r  ( 1 3 )  a n d  ( 1 8 )  S 3 ' ,  S 4 ' ,  S g '  a n d  S g ' .
That i s ,  F ' (a,ß) i s  obtained by rep lacing * by 0 in a .
9
REFERENCES
D e l a c r u z ,  E . ( 1 9 7 6 ) î  F a c t i v e s  a n d  P r o p o s i t i o n  L e v e l  C o n s t r u c t i o n
i n  M o n t a g u e  G ram m ar .  I n :  P a r t é é ,  В . ( e d . ) ,  M o n t a g u e  G ram m ar .  
A c a d e m i c  P r e s s ,  New Y ork
K i p a r s k y , P  . #C . K i p a r s k y (  197 0 )*  F a c t .  ' I n :  B i e r w i s c h ,M. - К . E . H e i -  
d o l p h ( e d s . ) ,  P r o g r e s s  i n  L i n g u i s t i c s .  The  H ag u e  
M o l n á r , I . (  1 9 8 0 )  *. E x i s t e n t i a l  R e l a t i o n s  i n  " h o g y " - s e n t e n c e s
( S e n t e n c e s  C o n t a i n i n g  a  t h a t - c l a u s e ) i n  H u n g a r i a n .  I n :  
K i e f e r ,  E . ( e d . ) ,  H u n g a r i a n  C o n t r i b u t i o n s  t o  G e n e r a l  L i n ­
g u i s t i c s .  J o h n  B e n j a m i n s ,  A m s t e r d a m  
M o n t a g u e , R .  ( 1 9 7 4 ) :  The  P r o p e r  T r e a t m e n t  o f  Q u a n t i f i c a t i o n  i n
O r d i n a r y  E n g l i s h .  I n :  T h o m a s o n ,  R . ( e d . ) ,  F o r m a l  P h i l o s o p h y ,  
S e l e c t e d  P a p e r s  o f  R. M o n t a g u e .  Y a l e  U n i v .  P r e s s ,  New 
Haven a n d  L o n d o n
R ú z s a ,  1 . ( 1 9 7 8 ) ;  A New A p p r o a c h  t o  M o d a l  L o g i c ,  C o m p u t a t i o n a l  
L i n g u i s t i c s  a n d  C o m p u t e r  L a n g u a g e s  X I I
в. SYSTEM ARCHITECTURE

Computational Linguistics and Computer Languages Vol. XIV. 1980.
ON THE BASIC CONCEPTS OF SDS 
/SYSTEM DEVELOPMENT SYSTEM/ 
PART I .
by
G á b o r  DÁVID
C o m p u t e r  a n d  A u t o m a t i o n  I n s t i t u t e  o f  t h e  
H u n g a r i a n  Academy o f  S c i e n c e s ,  B u d a p e s t ,
H u n g a r y
ABSTRACT
The p r o b l e m  o f  p r o g r a m m i n g  t e c h n o l o g y  i s  e m b e d d e d  h e r e  i n  
t h e  m o re  g e n e r a l  p r o b l e m  o f  s y s t e m  d e v e l o p m e n t  t e c h n o l o g y  a n d  
p r e s e n t e d  h e r e  i n  t h i s  e n v i r o n m e n t .  The r e a s o n  t o  do  s o  i s  t h a t  
t h e  l e v e l  o f  s y s t e m  d e v e l o p m e n t  i s  r a t h e r  a r c h i t e c t u r a l  t h a n  
t h e  l e v e l  o f  p r o g r a m m i n g ,  h e n c e  t h e  u n d e r l y i n g  q u e s t i o n  c a n  b e  
f o r m u l a t e d :  " w h i c h  t y p e  o f  a r c h i t e c t u r e  i s  s u i t a b l e  f o r  s y s t e m  
d e v e l o p m e n t " ?  A r c h i t e c t u r e  i s  m e a n t  h e r e  a s  b o t h  h a r d w a r e  a n d  
s o f t w a r e  an d  i t  i s  i n t e r f a c e d  w i t h  u s e r s  v i a  t h e  o p e r a t i n g  s y s ­
t e m ,  s p e c i a l l y  d e s i g n e d  t o  t h i s  p r o b l e m .  T h i s  o p e r a t i n g  s y s t e m  
c o n s i s t s  o f  tw o  p a i r s  o f  / p a i r w i s e  " o r t h o g o n a l " /  n o t i o n s  o f  
p r o c e s s o r s  a n d  p r o c e s s e s  a n d  o f  s p e c i f i c a t i o n s  a n d  i m p l e m e n t a ­
t i o n s .  The f l o w  o f  t h e  s y s t e m  d e v e l o p m e n t  / o r  a s  a  s p e c i a l  c a s e :  
o f  t h e  p r o g r a m - d e v e l o p m e n t /  i s  a n  a p p r o p r i a t e  s e q u e n c e  o f  t h e  
/ v e r i f i e d /  s t e p s  t h r o u g h  t h e  s p e c i f i c a t i o n  - i m p l e m e n t a t i o n  a n d  
a l l o c a t i n g  a n d  a c t i v a t i n g  p r o c e s s o r s  -  p r o c e s s e s . The  common n o ­
t i o n  f o r  t h e s e  i s  t h e  f r a m e ,  w h i c h  c a n  b e  q u a l i f i e d  b y  t h e  u s e r  
a s  p r o c e s s  o r  p r o c e s s o r  a n d  s p e c i f i c a t i o n  a n d  i m p l e m e n t a t i o n .
S y s t e m  D e v e l o p m e n t  S y s t e m  SDS i s  b e i n g  d e s i g n e d  a s  a n  e x ­
p e r i m e n t a l  o p e r a t i n g  s y s t e m  w i t h  s p e c i f i c a t i o n  a n d  i m p l e m e n t a ­
-8 2 -
t i o n  l a n g u a g e s  a l t h o u g h  t h e  a v a i l a b l e  l a n g u a g e s  w i l l  n o t  b e  
d e s c r i b e d  h e r e  i n  d e t a i l s .
1 .  INTRODUCTION, MOTIVATIONS
S y s t e m  d e v e l o p m e n t  m e t h o d s  r e q u i r e  a n  i t e r a t i v e  p r o ­
c e s s  f ro m  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  p r o b l e m  t h r o u g h  t h e  d e s c r i p t i o n  
o f  s o l u t i o n ,  u n t i l  t h e  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  a n d  o f  
t h e  p r o b l e m .  T h i s  p r o c e s s  i n c l u d e s  t h e  q u e s t i o n s  o n :
-  t h e  a d e q u a c y  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  / t o ­
g e t h e r  w i t h  i t s  e n v i r o n m e n t /
-  t h e  c o m p l e t e n e s s  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  / u n a m b i g u i t y ,  e t c . /
-  v e r i f i e d  / o r  p r o v e d /  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m
-  a  c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e a l - l i f e  p r o b l e m  a n d  t h e  r e a l i z e d  
m ode 1 .
ч
From t e c h n o l o g i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  t h e s e  p r o b l e m s  c a n  b e  
r e f o r m u l a t e d  a s
-  d e s i g n  m e t h o d o l o g y
-  i m p l e m e n t a t i o n  a n d  r e a l i z a t i o n  m e t h o d o l o g y
-  d o c u m e n t a t i o n
-  v e r i f i c a t i o n .
They a r e  i n t e r c o n n e c t e d .  The a d e q u a c y  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  
o f  t h e  p r o b l e m  m e an s  t h a t  g i v e n  a  l a n g u a g e  / a  f o r m a l  o r  n a t u r a l  
o n e / ,  i n  w h i c h  t h e  p r o b l e m  i s  d e s c r i b e d .  The s y s t e m  d e s i g n e r  
s h o u l d  know t h a t  t h e  d e s c r i p t i o n  r e f l e c t s  t h e  r e a l - l i f e  p r o b ­
l e m  w i t h  o r  w i t h o u t  r e s t r i c t i o n s  a n d  i f  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  
p r o b l e m  c a u s e d  some r e s t r i c t i o n s ,  t h e n  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  " r e ­
d u c e d "  m o d e l  a n d  p r o b l e m  i s  s i g n i f i c a n t  o r  n o t .  O u r  a p p r o a c h  i s  
t h a t  a  m ode l  i s  a d e q u a t e  i f  e v e r y  q u e s t i o n  w h i c h  i s  r e l e v a n t  i n  
t h e  p r o b l e m ,  c a n  b e  a n s w e r e d  b y  t h e  s y s t e m  d e s i g n e d .  T h i s  i s  
r a t h e r  p h i l o s o p h i c a l  t h a n  t h e o r e t i c a l  o r  p r a c t i c a l  r e q u i r e m e n t  
b e c a u s e  t h e  r e l e v a n t  q u e s t i o n s  s h o u l d  b e  f o r m u l a t e d  i n  t h e  same 
l a n g u a g e  i n  w h i c h  t h e  s y s t e m  h a d  b e e n  d e s c r i b e d .
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The c o m p l e t e n e s s  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  i s  a  l i t t l e  b i t  o p p o ­
s i t e :  i f  g i v e n  a  d e s c r i p t i o n ,  w h e t h e r  t h i s  m o d e l  c o v e r s  t h e  
a p p l i c a t i o n  o r  n o t .  I f  t h e  d e s c r i p t i o n  i s  a m b i g u o u s ,  t h e  m o d e l  
i s  e i t h e r  e m p ty  o r  n o n - d e t e r m i n i s t i c . We may a s s u m e  t h a t  t h e  
p r o b l e m  t o  b e  s o l v e d ,  t h e  s y s t e m  i s  d e t e r m i n i s t i c .  The  m o d e l  
s h o u l d  n o t  c o n t a i n  c o n t r a d i c t i o n .
The v e r i f i c a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m - r e a l i z a t i o n  i n c l u d e s  t h e  
q u e s t i o n  o f  t h e  i m p l e m e n t e d  m o d e l  / t h e  s y s t e m  i t s e l f /  a n d  t h e  
d e s c r i p t i o n  i n  t h e  d e s i g n  l a n g u a g e .
The p r o c e s s  o f  s y s t e m - d e v e l o p m e n t  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  
shown i n  F i g . l ,
s p e c i f i c a t i o n
i m p l e m e n t a t i o n
p r o b l e m - f o r m u l a t i o n
s y s t e m - d e s i g n
s y s t e m - r e a l i z a t i o n
F i g . l .
S y s t e m  d e v e l o p m e n t
c o m p a r i s o n
v e r i f i c a t i o n
w h e r e  t h e  a r r o w s  on  t h e  l e f t  s i d e  l e a d  u s  t o  t h e  s o l u t i o n  an d  
t h o s e  on t h e  r i g h t  s i d e  do  t h e  q u a l i t y  c o n t r o l  o f  t h e  s o l u t i o n  
We u s e d  t h e  w o r d s  s p e c i f i c a t i o n  a n d  i m p l e m e n t a t i o n  t o  d i s t i n ­
g u i s h  t h e  a c t i o n s  o f  d e s c r i p t i o n  o f  w h a t  t h e  s y s t e m  w i l l  do 
/ t h e  s p e c i f i c a t i o n /  a n d  o f  how i t  w i l l  do  / t h e  i m p l e m e n t a t i o n /  
Due t o  t h e  s t r u c t u r e d  a p p r o a c h ,  t h e s e  a c t i o n s  c a n  b e  r e p e a t e d  
on  t h e  l o w e r  l e v e l  a g a i n ,  d e s c r i b i n g  t h e  m ore  e l e m e n t a r y  s u b ­
s y s t e m s  by  s p e c i f i c a t i o n  a n d  b y  i m p l e m e n t a t i o n .  H e n ce  t h e  
s c h e m e  c a n  b e  r e d u c e d  t o
s p e c i f i c a t i o n  : w h a t
I I
i m p l e m e n t a t i o n  : how
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The o t h e r  s i d e :  t h e  c o m p a r i s o n  i s  made b e t w e e n  t h e  s p e c i ­
f i e d  s y s t e m  a n d  t h e  p r o b l e m  o r  i t  i s  made b e t w e e n  t h e  i m p l e ­
m e n t a t i o n  a n d  s p e c i f i c a t i o n .  A s s u m i n g  t h a t  t h e  p r o b l e m  f o r m u ­
l a t e d  i n  a  f o r m a l  l a n g u a g e ,  t h e n  t h e  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  
s y s t e m  d e s i g n e d  a n d  p r o b l e m ,  i s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  v e r i f i c a t i o n ,  
a n d  t h e  d e v e l o p m e n t  c y c l e  i s  c o m p l e t e d :
T h i s  c y c l e  i s  r e p e a t e d  u n t i l  t h e  v e r i f i c a t i o n  s t a t e s  t h e  
c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  a n d  s p e c i f i c a t i o n ,  
a n d  on  t h e  l o w e r - l e v e l  s u b s y s t e m s  c a n  b e  r e p e a t e d  t h i s  c y c l e  
a g a i n .
T h i s  s c h e m e  i s  an  o v e r s i m p l i f i e d  o n e .  S y s t e m  d e v e l o p m e n t
i s  a  p r o c e s s  n o t  o n l y  i n  t i m e ,  b u t  a l s o  i n  t h e  t o o l s  a p p l i e d .
I n  o r d e r  t o  i l l u s t r a t e  t h i s ,  a  l i s t  o f  c a s e s  i s  g i v e n  a s  f o l ­
lo w s  :
-  i n  some p h a s e s  t h e  d e s i g n e r  w a n t s  t o  u s e  o n l y  t h e  s p e c i f i c a ­
t i o n s  i n  a  s t r u c t u r e d  way  / h e n c e  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  p a r t  i s  
e m p t y / ,
-  d e s i g n e r  c o u l d  m o d i f y ,  d e l e t e  o r  r e w r i t e  t h e  s p e c i f i c a t i o n s ,
-  t h e  i m p l e m e n t a t i o n - p a r t  may v a r y  i n  t i m e :  f o r  e x a m p l e ,  a t  
t h e  f i r s t  s t e p  t h e  d e s i g n e r  w a n t s  t o  s i m u l a t e  t h e  s u b s y s t e m  
i n  q u e s t i o n  a n d  l a t e r  h e  w i l l  r e a l i z e  i t  i n  a n  a l g o r i t h m i c  
l a n g u a g e  s u i t a b l e  f o r  h i s  p u r p o s e s ,  o r  t h e r e  w i l l  b e  a  h a r d ­
w a r e  c o m p o n e n t  r e a l i z i n g  t h e  s u b s y s t e m ,
-  t h e  n o t i o n s  o f  s p e c i f i c a t i o n  a n d  i m p l e m e n t a t i o n  a r e  i n t e r ­
c h a n g e a b l e :  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  may c o n s i s t  o f  a  s e t  o f  l o w e r -  
- l e v e l  s p e c i f i c a t i o n s  a n d  s o m e t i m e s  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  d e s ­
c r i b e s  t h e  p r o b l e m  i t s e l f ,
-  t h e  s p e c i f i c a t i o n  l a n g u a g e  s h o u l d  r e f l e c t  t h e  n a t u r e  o f  t h e  
p r o b l e m ,  h e n c e  we u s e d  a  s e t  o f  l a n g u a g e s  i n  w h i c h  t h e  s y s ­
t e m s  c a n  b e  s p e c i f i e d  / a n d  on d i f f e r e n t  l e v e l s  t h e y  may v a r y / .
H ence  we n e e d  a  s e t  o f  i m p l e m e n t a t i o n - l a n g u a g e s ,  a  s e t  o f  
s p e c i f i c a t i o n - l a n g u a g e s  / n o t  n e c e s s a r i l y  d i s j o i n t  o n e s / ,  a n d  a 
s e t  o f  m e c h a n i s m  b y  w h i c h  o n e  c a n  v e r i f y  t h e  d e s c r i b e d  v e r s i o n s .
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U n t i l  now we d i s c u s s e d  m o s t l y  t h e  r e q u i r e m e n t s  / b u t  i t  i s  
n o t  a n  e x h a u s t i v e  d i s c u s s i o n /  t o  i l l u s t r a t e  t h e  m a i n  r e a s o n s  
f o r  r e s e a r c h  S y s t e m  D e v e l o p m e n t  S y s t e m ,  SDS. T h i s  p r o j e c t  
s t a r t e d  w i t h  a u t o m a t i c  p r o g r a m m i n g  / 1 - 5 /  i n  1 9 7 5 ,  a n  i n d e p e n ­
d e n t  r e s e a r c h  was made  i n  t h e  l i n e  o f  d e s c r i p t i o n  o f  c o n t r o l  
s t r u c t u r e s  / 7 ,  8 / ,  a n d  f o r  a r c h i t e c t u r e - d e s c r i p t i o n  / 6 / ,  / 1 4 / .
SDS i s  an  e x p e r i m e n t a l  o p e r a t i n g  s y s t e m ,  i n t e g r a t i n g  t h e  
c l a s s i c a l  p r o c e d u r a l  a n d  n o n - p r o c e d u r a l  / n e w  p r i n c i p l e d /  l a n ­
g u a g e s ,  l i k e  S t r u c t u r e  L o g i c  L a n g u a g e  SL / 1 - 5 / ,  PROLOG / 9 / ,  
f o l l o w i n g  t h e  l i n e  o f  K o w a l s k i  / 1 о / .  SDS h a s  t h e  sam e p h i l o s o ­
p h y  a s  d e s c r i b e d  b y  R . M . B u r s t a l l  a n d  J . A .  Goguen /1 1 / - ,  R. N a -  
h i j a m a  e t  a l .  / 1 2 / ,  a n d  W.A.  W u l f  e t  a l .  / 1 3 / .
I n  SDS t h e  b a s i c  n o t i o n  i s  t h e  f r a m e  : f r a m e s  a r e  t h e  e l e ­
m e n t a r y  u n i t s  w h i c h  c a n  b e  m a n i p u l a t e d  b y  b o t h  SDS a n d  t h e  u s ­
e r .
A f r a m e  c o n s i s t s  o f :
-  s p e c i f i c a t i o n - p a r t  a n d
-  i m p l e m e n t a t i o n - p a r t .
I n  t h e  s p e c i f i c a t i o n - p a r t  t h e  u s e r  e x p r e s s e s  w h a t  t h i s  
f r a m e  w i l l  d o :  on w h i c h  d a t a - s t r u c t u r e s  a n d  w h i c h  t r a n s f o r m a ­
t i o n s  w i l l  b e  e x e c u t e d  on d a t a  s t r u c t u r e s ,  w h i c h  a s s e r t i o n s  
w i l l  h o l d .  The i m p l e m e n t a t i o n - p a r t  i s  a  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  
f r a m e ,  w r i t t e n  i n  a n  i m p l e m e n t a t i o n  l a n g u a g e .
A f r a m e  may c o n t a i n  l o c a l l y  d e c l a r e d  s u b f r a m e s  a n d  i n  t h e  
i m p l e m e n t a t i o n - p a r t  t h e y  c a n  b e  a c t i v a t e d .  A l s o  i t  may u s e  e x ­
t e r n a l l y  d e s c r i b e d  f r a m e s ;  h e n c e  f r a m e s  c a n  b e  s t r u c t u r e d .
B e f o r e  we w o u l d  go  f u r t h e r ,  l e t  u s  a n a l y s e  a  t y p i c a l  a c ­
t i o n  i n  p r e s e n t - d a y ' s  o p e r a t i n g  s y s t e m s .  The p r o g r a m  c o n s i s t s  
o f  :
-  a  s e t  o f  d e c l a r a t i o n  d
-  a  p r o g r a m - b o d y  В
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a n d  t h e  s y s t e m  w i l l  e x e c u t e  i t . We h a d  a s s u m e d  t h a t  t h e  p r o g r a m  
w r i t t e n  i n  a  l a n g u a g e  L e i t h e r  h a d  b e e n  t r a n s l a t e d  i n t o  a n  e x ­
e c u t a b l e  f o r m  o r  L h a d  a n  i n t e r p r e t e r .  I n  a  p r o g r a m  l i k e
i n t e g e r  i , j
} D
1
i n t e g e r  a r r a y  x ( 0 : 1 0 ) ,  у  ( 0 : 1 0 ) ;  
b e g i n  r e a d  x ;
2
3
f o r  i : =  1  s t e p  1  u n t i l  1 0  do 
у  ( i  ) : = x  ( i  ) ; } в
4 p r i n t  y ;
e n d ,
The d e c l a r a t i o n - p a r t  d e s c r i b e s  a  p r o c e s s o r  P / a  h y p o t h e t ­
i c a l  o n e /  i n  w h i c h  t h e  d a t a  s t r u c t u r e s  i ,  j ,  x ,  y  w o u l d  b e  im ­
p l e m e n t e d  a n d  t h i s  p r o c e s s o r  h a s  t h o s e  i n s t r u c t i o n s  w h a t  L h a s :
P : { L , D}
The b o d y  b e t w e e n  b e g i n  a n d  e n d  u s e s  t h i s  p r o c e s s o r  o n l y .  
L e t  u s  i n t r o d u c e  a  p r o g r a m c o u n t e r  C v a r y i n g  on  t h e  s t a t e m e n t s  
l a b e l l e d  w i t h  1 , . . . 4 ,  i n i t i a l l y  1 .
P r o c e s s  F h e r e  i s  m e a n t  a s  a n  e x e c u t i o n  o f  t h e  p r o g r a m -  
- b o d y  by  t h e  p r o c e s s o r
P :{  P,  С, В }
The c o u n t e r  C i s  s h a r e d  b e t w e e n  P a n d  В 3 we may a s s u m e  t h a t  i t  
i s  a  p a r t  p f  t h e  p r o c e s s o r ,  b u t  we w a n t  t o  s e p a r a t e  i t .
I n  t h i s  m o d e l  t h e  f i r s t  s i g n i f i c a n t  s t e p  w a s  made b y  SIMU­
LA ' 6 7 .  The c o n c e p t  o f  t h e  c l a s s  m e a n s  t h a t  t h e  p r o c e s s o r  P i s  
d e s c r i b e d  n o t  o n l y  by  t h e  u s e r s '  d a t a  s t r u c t u r e s  b u t  t h e  i n t e r ­
p r e t e r  o f  t h e  l a n g u a g e  L i s  e x t e n d e d  b y  s p e c i a l  " i n s t r u c t i o n s " ,
i . e .  t r a n s f o r m a t i o n s  d e f i n e d  on  u s e r - d e c l a r e d  d a t a .  H ence  i n ­
s t e a d  o f  D we h a v e  a  d e c l a r a t i o n  D33 i n  w h i c h  t h e  s e t  o f  t r a n s ­
f o r m a t i o n s  T h a s  b e e n  a d d e d
D3 = { D3 T }
a n d  t h e  p r o c e s s o r  p 3 w i l l  b e  a b l e  t o  e x e c u t e  n o t  o n l y  i t s  i n ­
s t r u c t i o n s ,  b u t  t h e  new o n e s  a l s o  b e l o n g i n g  t o  T
P> = { L 3 D3 }
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The p r o c e s s  F r e m a i n s  t h e  same / a l t h o u g h  i n  t h e  SIMULATION 
c l a s s  t h e  u s e r  may u s e  s o p h i s t i c a t e d  c o n t r o l - s t r u c t u r e s ,  m a n i p ­
u l a t i n g  C / :
F: {P>, С 3 В }
I n  t h e  b o d y  В t h e  u s e r  may u s e  a l l  i n s t r u c t i o n s  o f  P* . T h i s  
s t e p  made by  SIMULA ' 6 7  c a n  b e  t r e a t e d  a s  a  d y n a m i c  e x t e n d i b i l -  
i t y  o f  p r o c e s s o r s . I n  t h e  m o d e l  o f  SIMULA ' 6 7 ,  t h e  p r o c e s s  r e ­
m a i n s  t h e  e x c u t i o n .
The  s e c o n d  s t e p  i s  d u e  t o  t h o s e  w h i c h  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  
h e r e  b y  A l p h a r d  / 1 3 /  i n t r o d u c i n g  t h e  f o r m s  t h e  c o n c e p t  o f  t h e  
p r o c e s s  i s  e x t e n d e d :  n o t  o n l y  t h e  e x e c u t i o n , b u t  t h e  v e r i f i c a ­
t i o n ,  a b s t r a c t i o n ,  i m p l e m e n t a t i o n  a r e  a l s o  i n t r o d u c e d  a s  t y p i c a l  
p r o c e s s e s  a n d  t h e y  a r e  e m b e d d e d  i n  t h e  l a n g u a g e  i t s e l f .  / T h i s  
p r o j e c t  h a s  many o t h e r  m a in  r e s u l t s ,  t o o ,  b u t  h e r e  f r o m  o u r  
p o i n t  o f  v i e w  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h i s  s t e p . /  I n  t h i s  a p p r o a c h  
o n e  c a n  b u i l d  u p  p r o c e s s e s  w i t h  o t h e r  p r o c e s s o r s  n o t  o n l y  w i t h  
t h e  l a n g u a g e - p r o c e s s o r  b u t  a  p r o c e s s o r  P " e x e c u t i n g "  r e a s o n i n g ,
i . e .  t h e  v e r i f i c a t i o n  m e c h a n i s m ,  P a n d  p r o c e s s e s
F : {  P , { D ,  В}}
V  v r J
The b o d y  В c o n t a i n s  t h e  a p p r o p r i a t e  " i n s t r u c t i o n s " ,  i . e .  l o g i ­
c a l  s t a t e m e n t s  f o r  i n v a r i a n t s ,  p r e c o n d i t i o n s  a n d  p o s t - a s s e r t i c n s , 
e t c . ,  a n d  a l s o  t h e  d e c l a r a t i o n - p a r t  i s  i n c l u d e d  i n  t h i s  p r o c e s s .  
/ H e r e  t h e  c o u n t e r s  C h a v e  b e e n  o m i t t e d . /  The n o t i o n  o f  p r o c e s s e s  
e x t e n d e d  by  A l p h a r d  a n d  t h e  same " b o d y "  В c a n  f o r m  d i f f e r e n t  
p r o c e s s e s  w i t h  d i f f e r e n t  p r o c e s s o r s .
From t h i s  we may s u m m a r i z e  t h e  r e s u l t s  q u i c k l y .  I n  t h i s  
s y s t e m  o f  n o t i o n s  t h e  l a n g u a g e  o f  c o n t r o l  s t r u c t u r e s  made p o s ­
s i b l e  t o  c h a n g e  t h e  c o n t r o l  d i n a m i c a l l y  / b a s e d  o n  P e t r i - n e t s ,  
t h i s  r e s u l t  i s  d u e  t o  K o t o v  / 7 /  a n d  D á v i d  / 8 / ,  / 1 4 / / ,  r e a l i z i n g  
t h e  n o t i o n  o f  " c o m p u t e d  c o n t r o l " . The  l o g i c  p r o g r a m m i n g  o r  new 
p r i n c i p l e d  p r o g r a m m i n g  t e a m s  / 1 - 5 ,  9 ,  l o / p r o v e d  t h a t  t h e  b o d y  
may b e  e m p ty  i f  . t h e  " d e c l a r a t i o n - p a r t "  w r i t t e n  i n  a  l o g i c a l  l a n ­
g u a g e  h a v i n g  c o r r e c t  s e m a n t i c s  a n d  c a l c u l i .  F rom t h i s  t i m e  t h e  
d e c l a r a t i o n - p a r t  i s  named b y  s p e c i f i c a t i o n - p a r t .
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B u r s t a l l ,  Goguen / 1 1 /  a n d  N a h i j a m a  e t  a l .  11 2 1 sh o w ed  t h a t  
w i t h  an  a p p r o p r i a t e  s e t  H o f  t r a n s f o r m a t i o n s  d e f i n e d  on  t h e  
s p e c i f i c a t i o n s  / r e p r e s e n t e d  b y  D /  o n e  c a n  f o r m  a  p r o c e s s  o f  
p r o c e s s e s
ph-i- < V  h . ( D )  } h i  h 0 i h l i h 2'  • * h i - l > Hh . cV  V  L. Is V  Л. й  Is —  J. J
H a v i n g  t h e s e  r e s u l t s ,  w h a t  we w a n t  t o  d o  i s  n o t  e l s e  b u t  t o  t r y  
t o  e x t e n d  a l l  o f  t h e  n o t i o n s  o f  p r o c e s s o r s ,  p r o c e s s e s ,  s p e c i f i ­
c a t i o n ,  i m p l e m e n t a t i o n ,  c o n t r o l -  s t r u c t u r e ,  e t c .  m o r e  o r  l e s s  
s y s t e m a t i c a l l y  a n d  a p p l y  t h e m  f o r  s y s t e m - d e v e l o p m e n t  p u r p o s e s .  
SDS w i l l  d o  t h i s ,  an d  i t  w i l l  s u p p o r t  d e s i g n - m e t h o d s  l i k e  s t r u c ­
t u r e d  d e s i g n ,  n o n - d e t e r m i n i s t i c  p r o g r a m m i n g ,  e t c .  a l s o .
I n  o u r  a p p r o a c h  a  f r a m e  F i s  a  p a i r  o f  s p e c i f i c a t i o n  S p 
a n d  i m p l e m e n t a t i o n  i  p
F * { I F }
a n d  t h e  c o n t r o L - s t r u c t u r e  C i s  d e s c r i b e d  i n  S „ a s  a n  e x t e n s i o nh t
o f  t h e  n o t i o n  o f  t h e  " c o u n t e r " .
L e t  b e  g i v e n  a  p r o c e s s o r  p  t h e n
p p  -  p u s F
f o r m s  an e x t e n s i o n  o f  p r o c e s s o r  P . P  i s  c a l l e d  a b s t r a c t  p r o ­
c e s s o r  a n d  i s  m e a n t  a s  a  s e t  o f  a b s t r a c t  d a t a - t y p e s  a n d  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n s  d e f i n e d  o n  t h e m .
The o r d e r e d  p a i r
i s  a  p r o c e s s , 
t i o n / .
R, < P, 1 F >
/ w h e r e  p -  a n  a b s t r a c t  p r o c e s s o r , /
B F
- i m p l e m e n t a -
The i m p l e m e n t a t i o n  l p i s  a  t r a n s f o r m a t i o n  d e f i n e d  on a b ­
s t r a c t  d a t a - t y p e s  o f  s p  h e n c e  R c a n  b e  t r e a t e d  a s  a  p r o c e s s o r  
a g a i n .
Hence o n e  c a n  d e f i n e  a  f r a m e
F 1 = J p } 1
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w i th  a  p r o c e s s o r
V PF KySF .
a n d  r e s u l t i n g  t h e  p r o c e s s
i n  t h a t  c a s e  t h e  f r a m e  F i s  a c t i v a t e d  b y  F
The t y p i c a l  b a t c h e d - j o b  r u n  c a n  i l l u s t r a t e  t h i s .  I n  a  
l a n g u a g e ,  f o r  e x a m p l e  FORTRAN, t h e  p r o g r a m  F i s  w r i t t e n .  The 
p r o g r a m  i s  t h e  f r a m e  F , c o n s i s t i n g  o f  d e c l a r a t i o n s  a n d  t h e  
a l g o r i t h m  a s  t h e  b o d y  В .
F = { D, В }
The FORTRAN t r a n s l a t o r  FT i s  a  p r o c e s s o r ,  h e n c e
P -  F T UD
d e c l a r e s  t h o s e  d a t a  on  w h i c h  t h e  b o d y  В w i l l  b e  e x e c u t e d .  D u r ­
i n g  t r a n s l a t i o n  t h e  p r o c e s s
R = < FT Dу В >
w i l l  b e  f o r m e d .  I f  we h a v e  d a t a  A i n  t h i s  a c t u a l  r u n ,  t h e
R « F T  V  D, B>, A >
* *
i s  a g a i n  a  p r o c e s s ,  w h e r e  R s t a n d s  a s  a  p r o c e s s o r .  T h i s  r e a ­
s o n i n g  i s  t r u e ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  f a c t  t h a t  the  R a s  a n  a b s t r a c t  
p r o c e s s o r  h a d  b e e n  d e f i n e d  a s  a  p r o c e s s  p r e v i o u s l y  a n d  h a d  
b e e n  t r a n s l a t e d  i n t o  a n o t h e r  p r o c e s s o r  / t h e  e x i s t i n g  h a r d w a r e  
p r o c e s s o r /  o f  a s s e m b l y  o r  o f  l o w e r - l a n g u a g e .  T h i s  m e a n s ,  t h a t  
i n  a  d e e p e r  l e v e l  o f  i n v e s t i g a t i o n s  / t h a t  o f  t h e  s y s t e m ,  nam e­
l y /  n o t  t h e  R i t s e l f  w i l l  b e  a n  a b s t r a c t  p r o c e s s o r ,  b u t  t h e  
p r o c e s s o r  o f  t h e  m a c h i n e - l a n g u a g e  MACHL, a n d  R c a n  b e  r e ­
w r i t t e n  a s
R = <<MACHL, < F T ^ D ,  В »  ,A> <2 ,
* *
From  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  t h e  u s e r  -  a n d  h i s  command l a n ­
g u a g e  -  t h e  v e r s i o n  o f  / 1 /  i s  o f  g r e a t  i n t e r e s t  b e c a u s e  he  
s e e s  t h a t  l e v e l  a n d  n o t  t h e  i n t e r n a l  o n e  o f  / 2 / .
The  s t a r s  b e l o w  commas i n  / 1 /  a n d  / 2 /  s h o u l d  b e  e x p l a i n e d .
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T h e s e  s i g n  j u s t  t h e  a c t i o n s  on o p e r a t i n g  s y s t e m s ,  c o n t r o l l e d  
b y  t h e  u s e r s '  co m m ands ,  r e a d  l e f t  t o  r i g h t  a s  t r a n s l a t e  a n d  
e x e c u t e . T h i s  i s  t h e  e v e r y d a y s  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  f o l l o w ­
i n g s :  I n
R = < P3 I  >
t h e  u s e r  s a y s :
-  q u a l i f y  P a s  a  p r o c e s s o r ,
-  d e f i n e  w i t h  I  t h e  p r o c e s s  R
Q u a l i f i c a t i o n  m e an s  t h a t  / a l r e a d y  d e f i n e d /  P w i l l  b e  a l l o c a t e d  
r e g a r d l e s s  o f  t h e  r o l e  p l a y e d  by  P p r e v i o u s l y  / i . e .  w h e t h e r  
i t  i s  a p r o c e s s  o r  a  p r o c e s s o r / .
The q u a l i f i c a t i o n - m e c h a n i s m  a s s u m e s  t h a t  a  p r o c e s s ,  l i k e  
R c an  b e  u s e d  a s  an  / a b s t r a c t /  p r o c e s s o r .  R e c a l l i n g  t h e  d e f ­
i n i t i o n ,  R s h o u l d  b e  f o r m u l a t e d  a s  a  s e t  o f  d a t a - t y p e s  a n d  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n s  d e f i n e d  o n  t h e m .  B u t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  i s  d e s ­
c r i b e d  by  t h e  a l g o r i t h m s ,  i m p l e m e n t e d  b y  I  . H e n c e  we n e e d  t h eb
d e s c r i p t i o n  o f  w h a t  I p w i l l  d o .  T h i s  m e a n s  t h a t  i n  t h e  same 
l a n g u a g e  i n  w h i c h  t h e  s p e c i f i c a t i o n - p a r t  S„ o f  t h e  f r a m e  F h a sЬ
b e e n  d e s c r i b e d ,  o n e  h a s  t o  f o r m u l a t e  I „ a l s o .  L e t  u s  d e n o t eb
t h i s  d e s c r i p t i o n  by  5 T a n d  t h e  a l g o r i t h m s  r e a l i z e d  by  I  b y1 p F
A i  *
i p  ~ ( ■» )
F F
F = { S ( S j- y AT )} / 3 /
F F
I f  t h i s  f r a m e  w i l l  b e  u s e d  l a t e r  a s  a  p r o c e s s o r ,  t h e n  t h e
p r o c e s s o r
d e c l a r e s  t h a t  o n e ,  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  w i t h  R f r o m  t h e  u s e r s 'b
p o i n t  o f  v i e w .  The  f r a m e  F i n  / 3 /  a s s u m e s  a  p r o c e s s o r  P^ 3
P { S p ) { S I  л A )}= PS U S F 
F F
a n d  t h i s  p r o c e s s o r  w i l l  i n t e r p r e t  A r a s  i t  i s  d e s c r i b e d  i n  S I  ■
ÀF F
i s  t h e  p r o c e s s ,  f o r  w h i c h
a n d  one  c a n  f o r m  a  new f r a m e
F 1 = { S T , ( S j A j )}
1 X F F I  F I
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a n d  i t s  p r o c e s s o r :
Fl = PS I <u S. ■pl
I n  t h e  r e m a i n i n g  p a r t s  o f  ‘ P a r t  I I .  t h e  i n f o r m a l  d e s c r i p t i o n  
o f  t h e  f r a m e s  w i l l  b e  g i v e n  a n d  t h e  a r c h i t e c t u r e  r e q u i r e d  by  
SDS w i l l  b e  d i s c u s s e d .  I n  t h i s  e a r l y  v e r s i o n  t h e  a u t h o r  w a n t s  
t o  e x p l a i n  t h o s e  t o o l s  w h i c h  a r e  n e c e s s a r y  d u r i n g  s y s t e m s '  d e ­
s i g n  a n d  d e v e l o p m e n t  a n d  i n t e g r a t e d  i n t o  t h e  o p e r a t i n g  s y s t e m
SDS.
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S I  L I  C E A
A SIMULATOR FOR 'REALIZABLE' CELLULAR AUTOMATA* 
W.O. HÖLLERER
L e h r s t u h l  C f ü r  I n f o r m a t i k  
T e c h n i s c h e  U n i v e r s i t ä t  B r a u n s c h w e i g
B r a u n s c h w e i g  
F RG
A b s t r a c t
The t o p i c  o f  t h i s  p a p e r  i s  t h e  d e m o n s t r a t i o n  o f  a  s i m u l a t i o n  
s o f t w a r e  f o r  c e l l u l a r  p r o c e s s o r s  w h i c h  a r e  c o m p o se d  o f  MEALY- 
t y p e  c e l l s .  A l t h o u g h  s u c h  p r o c e s s o r s  a r e  a l s o  o f  t h e o r e t i c a l  i n  
t e r e s t ,  h e r e  t h e y  a r e  t r e a t e d  a s  m o d e l s  f o r  ( L S I - )  r e a l i z a b l e  
c e l l u l a r  s t r u c t u r e s .  T h i s  a p p r o a c h  i s  m o t i v a t e d  b y  t h e  m a n i f o l d  
w o r k s  o f  LEGENDI. The s i m u l a t i o n  s o f t w a r e  was  d e v e l o p e d  f o r  a  
h i g h l y  i n t e r a c t i v e  g r a p h i c  s y s t e m  a n d  m a k e s  e x t e n s i v e  u s e  o f  
i t s  c a p a b i l i t i e s  c o n c e r n i n g  t h e  i n p u t  o f  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n s ,  
t h e  d e s i g n  o f  c o n f i g u r a t i o n s ,  a n d  t h e  c o n t r o l  o f  s i m u l a t i o n  
r u n s .  W h en e v e r  i t  i s  a p p r o p r i a t e  a n d  e f f i c i e n t  t h e  d i a l o g u e  
w i t h  t h e  s y s t e m  i s  b a s e d  on  l i g h t  p e n  i n t e r a c t i o n s .  We made e f ­
f o r t s  t o  d e s i g n  t h e  s y s t e m  a s  s e l f - e x p l a n a t o r y  a s  p o s s i b l e .  By 
o u r  e x p e r i e n c e s ,  u n p r a c t i c e d  s t u d e n t s  c a n  s t a r t  t o  d e v e l o p  
t h e i r  f i r s t  own c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  a f t e r  a s h o r t  o r a l  i n t r o d u c  
t i o n  o f  c a .  o n e  h o u r .
Л T h i s  w ork  w a s  p a r t l y  s u p p o r t e d  by  t h e  D e u t s c h e  F o r s c h u n g s ­
g e m e i n s c h a f t ,  G r a n t  Vo 2 8 7 / 1 .
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0 . 0  A SUMMARY OUTLINE OF SOME EXISTING SIMULATION SYSTEMS FOR 
CELLULAR STRUCTURES
I n  t h e  f o l l o w i n g  we g i v e  a  s h o r t  o v e r v i e w  o f  e x i s t i n g  s i ­
m u l a t i o n  s y s t e m s ,  a s  f a r  a s  t h e y  h a v e  b e e n  p u b l i s h e d  a n d  t h e  
p u b l i c a t i o n s  h a v e  b e e n  a v a i l a b l e  t o  u s .  S u r e l y ,  t h e r e  may e x i s t  
a  l o t  o f  f u r t h e r  s i m u l a t i o n  p r o g r a m s ;  b u t  i n  g e n e r a l  t h e s e  h a v e  
b e e n  d e v e l o p e d  t o  t e s t  h y p o t h e s e s  c o n c e r n i n g  a  s p e c i a l  a n d  s m a l l  
c l a s s  o f  p r o b l e m s .  A t y p i c a l  e x a m p l e  i s  t h e  m u l t i t u d e  o f  s i m u l a ­
t i o n  p r o g r a m s  f o r  CONWAY's game o f  l i f e  e x i s t i n g  a l l  o v e r  t h e  
w o r l d .  In  t h i s  c a s e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n ,  n e i g h b o u r h o o d  an d  
s t a t e  s e t  a r e  f i x e d  a n d  t h e  o n l y  v a r y i n g  p a r a m e t e r  i s  t h e  i n i ­
t i a l  c o n f i g u r a t i o n .  As t h e  u n d e r l y i n g  c e l l  i s  a  t w o - s t a t e  a u t o ­
m a t o n  i n p u t  a n d  ( r e p r e s e n t a t i o n  o f )  o u t p u t  o f  c o n f i g u r a t i o n s  
a r e  n o  s o p h i s t i c a t e d  t a s k s  a n d  t h e  o v e r a l l  d a t a  m a n a g e m e n t  i s  
s i m p l e .  The s i m u l a t i o n  s y s t e m s  d i s c u s s e d  b e l o w  w e r e  a l l  d e s i g n e d  
w i t h  r e s p e c t  t o  s p e c i a l  p r o b l e m  c l a s s e s ,  b u t  t h e y  a r e  ' u n i v e r ­
s a l '  i n  t h a t  s e n s e  t h a t  t h e y  a p p l y  t o  a  v a r i e t y  o f  a p p l i c a t i o n  
f i e l d s  w h i c h  a r e  d i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  t h e y  w e r e  o r i g i n a l l y  i n ­
t e n d e d  f o r .  A f u r t h e r  c r i t e r i o n  i s  t h a t  t h e  d i s c u s s e d  s y s t e m s  
p r o v i d e  h i g h e r  l e v e l  f e a t u r e s  f o r  ( l )  d e f i n i t i o n  o f  t h e  s p a c e  
t o p o l o g y  ( i n c l u d i n g  l o c a l  n e i g h b o u r h o o d ( s ) ) ,  ( 2 ) d e f i n i t i o n  o f  
t h e  b a s i c  c e l l  t y p e ( s ) ,  ( 3 )  ( r e ) d e f i n i t i o n  o f  t h e  l o c a l  t r a n s i ­
t i o n  f u n c t i o n ( s ) ,  ( 4 )  d e f i n i t i o n  o f  ( i n i t i a l )  c o n f i g u r a t i o n s ,
( 5 )  f o r m a t t e d  o u t p u t  o f  ( i n t e r m e d i a t e )  r e s u l t s ,  ( 6 ) c o n t r o l  o f  
t h e  s i m u l a t i o n  s t e p s ,  i f  p o s s i b l e  b y  i n t e r a c t i v e  i n t e r v e n t i o n ,  
( 7 )  f l e x i b l e  c o n t r o l  o f  d a t a , -  a n d  i n f o r m a t i o n - f l o w .
BAKER a n d  HERMANN( 1 9 7 0 , 1 9 7 2 )  h a v e  d e v e l o p e d  a  m o d u l a r  p r o ­
g ra m m in g  s y s t e m  ( c a l l e d  CELIA, i n  FORTRAN) f o r  t h e  s i m u l a t i o n  
o f  l i n e a r  a r r a y s  o f  i d e n t i c a l  MOORE-type c e l l s  w h i c h  a r e  c o n ­
n e c t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  v o n  NEUMANN t e m p l a t e .  As t h e  a u t h o r s '  
m a in  a p p l i c a t i o n  f i e l d  i s  t h a t  o f  b i o l o g y  -  e s p e c i a l l y  t h e  d e ­
v e l o p m e n t a l  b e h a v i o u r  o f  o r g a n i s m s  -  d u r i n g  one  g l o b a l  s t a t e  
t r a n s i t i o n  a  c e l l  may d i v i d e  i n t o  tw o  o r  m ore  c e l l s ,  o r  may d i s ­
a p p e a r :  T h i s  p r o g r a m  i s  t h e r e f o r e  a  s i m u l a t o r  f o r  LINDENMAYER 
s y s t e m s .  The t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  i s  e i t h e r  r e a d  i n  a s  a  t a b l e
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b y  a  s t a n d a r d  s u b r o u t i n e ,  o r ,  i t  i s  i t s e l f  d e f i n e d  a s  a  s u b r o u ­
t i n e  i n  t e r m s  o f  ( i n  g e n e r a l  r e l a t i v e l y  f e w )  l o g i c a l  i n s t r u c ­
t i o n s .  B e s i d e s ,  t h e  s y s t e m  a l l o w s  t o  t e s t  f o r  c y c l e s  -  c o n c e r n ­
i n g  t h e  o v e r a l l  s t a t e  o f  t h e  a r r a y  -  a n d  t o  t a b u l a t e  c e r t a i n  
( s t a n d a r d )  p h e n o m e n a  a s  w e l l  a s  h i s t o g r a m s .  S p e c i a l  u s e r  d e f i n ­
e d  s t a t i s t i c a l  m o d u l e s  may b e  i n c o r p o r a t e d .  The s i m u l a t i o n  r u n s  
c a n  b e  c o n t r o l l e d  i n  t h a t  s e n s e  t h a t  t h e y  c a n  b e  s t o p p e d  upon  
t h e  o c c u r e n c e  o f  ( t h e  s t a t e s  o f )  c e r t a i n  k i n d s  o f  c e l l s .  The 
a u t h o r s  d e m o n s t r a t e  t h e  c a p a b i l i t i e s  o f  t h e i r  s y s t e m  b y  v e r i ­
f y i n g  LINDENMAYER' s  f a m o u s  e x a m p l e  o f  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  
r e d  a l g a  C a l l i t h a m n i o n  Rosemium H a r v e y .  I n  HERMANN a n d  L I U ( 1 9 7 3 )  
a  ' d a u g h t e r '  o f  CELIA, a n  i m p r o v e d  v e r s i o n  o f  CELIA, i s  i n t r o ­
d u c e d .  Some i m p r o v e m e n t s  c o n c e r n  a  m o re  e f f i c i e n t  m em ory  mana­
g e m e n t  m a k in g  p o s s i b l e  t h e  s i m u l a t i o n  o f  l o n g e r  a r r a y s .  S t a t e s  
a r e  now r e p r e s e n t e d  b y  s t r u c t u r e s  o f  ( d i f f e r e n t )  d a t a  t y p e s  a n d  
l i s t s  w h i c h  c a n  b e  a c c e s s e d  b y  a p p r o p r i a t e  s e l e c t o r s  ( f o r  f u n c ­
t i o n  d e f i n i t i o n  a n d  o u t p u t s ) .  A s i m p l e  i n t e r p r e t a t i v e  c o n t r o l  
l a n g u a g e  i s  a d d e d  t o  c o n t r o l  t h e  e x e c u t i o n  o f  CELIA i n  t h e  
b a t c h  e n v i r o n m e n t  by  t h e  u s e r .  T h i s  m a k e s  p o s s i b l e  t h e  s i m u l a ­
t i o n  o f  m ore  t h a n  o n e  s y s t e m  a t  a  t i m e  ( a n d  t o  c o m p a r e  t h e  r e ­
s u l t s  ) .
BRENDER(1 9 6 9 )  d e s c r i b e s  ( a  c o m p i l e r  f o r )  CESSL, a  s i m u l a ­
t i o n  l a n g u a g e  f o r  t w o - d i m e n s i o n a l  c e l l u l a r  s p a c e s .  T h e  s y s t e m  
i s  i m p l e m e n t e d  on  a  c o n f i g u r a t i o n  o f  tw o  c l o s e l y  ( 1 0 0  KHz c o r e -  
t o - c o r e )  c o u p l e d  s m a l l  c o m p u t e r s ,  a n  IBM 1800  and  a  PDP-7  w i t h  
a  m o d i f i e d  338 i n t e r a c t i v e  g r a p h i c  d i s p l a y .  CESSL i s  a  p r o c e d u ­
r a l  h i g h e r  l e v e l  l a n g u a g e . T h e  s p e c i f i c a t i o n s  o f  t h e  c e l l  s t a t e  
s t r u c t u r e ,  n e i g h b o u r h o o d  r e l a t i o n s h i p ,  s i z e  o f  t h e  c e l l  s p a c e  
a n d  t h e  i n i t i a l  s t a t e s  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  l a n g u a g e  i t s e l f  a s  
w e l l  a s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  n e c e s s a r y  s u b p r o g r a m s  t h a t  m u s t  
b e  s u p p l i e d .  The  l a t t e r  m u s t  d e f i n e :  The  l o c a l  t r a n s i t i o n  f u n c ­
t i o n  ( i n  t e r m s  o f  l o g i c a l  an d  a r i t h m e t i c a l  e x p r e s s i o n s ) ,  (u p  
t o  t e n )  s o - c a l l e d  m a p p i n g  f u n c t i o n s  ( m a p p i n g  t h e  a c t u a l  ( s e l e c t ­
e d  f i e l d  o f  a )  s t a t e  t o  o n e  o f  128 d i f f e r e n t  g r a p h i c  s y m b o l s ) ,  
u s e r  d e f i n e d  commands ( f o r  a d d i t i o n a l  i n t e r a c t i v e  c o n t r o l  o f  
t h e  s i m u l a t i o n  r u n ) ,  a n d  i n p u t  f u n c t i o n s  ( t o  i n f l u e n c e  c e l l s
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b y  a d d i t i o n a l  t i m e - d e p e n d e n t  i n p u t s  f r o m  t h e  ' o u t e r  w o r l d ' ) .  
D u r i n g  r u n  t i m e  t h e  s y s t e m  i s  c o n t r o l l e d  e i t h e r  f r o m  k e y b o a r d  
o r  v i a  l i g h t  b u t t o n s  o n  a  d i s p l a y  m e n u e .  T h i s  i s  f a c i l i t a t e d  by  
t h e  f a c t  t h a t  one  c a n  o n l y  s i m u l a t e  a r r a y s  o f  up  t o  32x32 c e l l s  
w h i c h  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  (b y  o n e  o f  t h e  m a p p i n g  f u n c t i o n s )  on  
o n e  s c r e e n .  T h e  r u n  t i m e  s y s t e m  p e r m i t s ,  f o r  e x a m p l e ,  a  r e d e f i ­
n i t i o n  o f  t h e  n e i g h b o u r h o o d  ( p r o v i d e d  t h e  n u m b e r  o f  n e i g h b o u r s  
r e m a i n s  u n c h a n g e d ) ,  t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  i n p u t s  f r o m  t h e  ' o u t e r  
w o r l d ' , t h e  c h a n g e  o f  t h e  a c t u a l  m a p p i n g  f u n c t i o n  a n d  t h e  r e d e ­
f i n i t i o n  o f  ( s e l e c t e d  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s t r u c t u r e  r e p r e s e n t i n g )  
t h e  s t a t e  o f  s i n g l e  c e l l s .  BRENDER's s i m u l a t i o n  e x a m p l e s  r e f e r  
on  t h e  f i r s t  p l a c e  t o  b i o l o g i c a l  m o d e l s .  K e e p i n g  i n  m in d  t h a t  
a  c e l l  s t a t e  c a n  b e  e s p e c i a l l y  a  r e a l  n u m b e r ,  i t  i s  n o t  s u r p r i s ­
i n g  t h a t  a  f u r t h e r  e x a m p l e  d e m o n s t r a t e s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  
LAPLACE e q u a t i o n  w i t h  r e l a x a t i o n  m e t h o d s .  I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n ­
e d  t h a t  BRENDER g i v e s  a  l o t  o f  h i n t s  c o n c e r n i n g  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  c e l l u l a r  s i m u l a t i o n  l a n g u a g e s  t h a t  e x c e e d  t h e  f r a m e  o f  h i s  
s p e c i f i c  i m p l e m e n t a t i o n .  BRENDER a n d  FRANTZ( 1 9 7 1 )  g i v e  a n  e x ­
p a n d e d  d e s c r i p t i o n  o f  CESSL and  i t s  e x t e n s i o n s  s i n c e  1 9 6 9 .
LEGENDI( 1976  ) d e s c r i b e s  CELLÁS, a  b a t c h  o r i e n t e d ,  command- 
t y p e  l a n g u a g e  w h i c h  i s  i m p l e m e n t e d  a s  an  i n t e r p r e t e r .  T h e r e  e x ­
i s t  s e v e r a l  v e r s i o n s  o f  CELLÁS f o r  d i f f e r e n t  c o m p u t e r s  ( i n  
f a c t ,  LEGENDI t h e r e f o r e  s p e a k s  o f  a  w h o l e  f a m i l y  o f  s i m u l a t o r s ) .  
A v e r y  i n t e r e s t i n g  v a r i a n t  w i t h i n  t h i s  f a m i l y  i s  INTERCELLAS 
-  s e e  LEGENDI( 1 977  ) — w h i c h  a g a i n  s t a n d s  f o r  a  w h o l e  ' s u b f a m i l y '  
o f  s i m u l a t o r s .  R o u g h ly  s p e a k i n g ,  c o n c e r n i n g  t h e  i n s t r u c t i o n  s e t  
INTERCELLAS i s  a  s h r u n k e n  v e r s i o n  o f  CELLÁS w h i c h  i s  a d d i t i o n a l ­
l y  s u p p l i e d  w i t h  some i n t e r a c t i v e  c a p a b i l i t i e s .  T h e r e f o r e ,  i t  
i s  w e l l  s u i t e d  f o r  s m a l l  r e a l - t i m e  s y s t e m s  l i k e  t h e  PDP- 8  o r  
t h e  MITRA-1 5 .  T h e r e  e x i s t s  c r o s s - s o f t w a r e  t h a t  p e r m i t s  t o  c r e a t e  
v e r s i o n s  o f  INTERCELLAS t h a t  a r e  a d a p t e d  t o  t h e  s p e c i f i c  m a c h i n e  
a n d  c o n f i g u r a t i o n  on w h i c h  t h e y  a r e  t o  b e  r u n .  We d o n ' t  w a n t  t o  
go  i n t o  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e  tw o  p r o g r a m m i n g  s y s t e m s  a n d  
m e n t i o n  o n l y  som e  o f  t h e  common m a i n  f e a t u r e s .
One o f  t h e  m o s t  d i s t i n c t i v e  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  t h e  v a r i -
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o u s  w a y s  t o  d e f i n e  t h e  l o c a l  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  c e l l u ­
l a r  s p a c e .  T h i s  c a n  b e  d o n e  e i t h e r  by  t a b l e s ,  by  l i s t s  o f  t e r m s ,  
by  d e f i n i t i o n  o f  t e r m s  i n  t r e e  f o r m ,  o r  b y  s o - c a l l e d  f e a t u r e  
d e f i n i t i o n  ( f o r  e x a m p l e s  o f  t h e s e  t y p e s  s e e  LEGENDI (1 9 7 7  ) ) .T h e  
s p a c e  t o  b e  s i m u l a t e d  may b e  i n h o m o g e n e o u s  i n  s u c h  a  way t h a t  
d i f f e r e n t  c e l l s  may h a v e  d i f f e r e n t  ( p r e d e f i n e d )  t r a n s i t i o n  f u n c ­
t i o n s .  The p r e s e t t i n g  o f  t h e  s p a c e  i s  f a c i l i t a t e d  b y  some s i m p l e  
g e o m e t r i c a l l y  o r i e n t e d  i n s t r u c t i o n s  a n d  c o p y i n g  f e a t u r e s  f o r  
( i n i t i a l  s u b - )  c o n f i g u r a t i o n s .  The  p r e s e n t a t i o n  o f  i n t e r m e d i a t e  
a n d  f i n a l  r e s u l t s  i s  b a s i c a l l y  c o n t r o l l e d  by  t h r e e  p a r a m e t e r s  
w h i c h  s p e c i f y  ( l )  a t  w h i c h  t i m e  ( i . e .  a f t e r  how many g l o b a l  
t r a n s i t i o n s ) ,  ( 2 ) w h a t  s u b c o n f i g u r a t i o n  h a s  t o  b e  d i s p l a y e d ,  
a n d  ( 3 )  how t h i s  s h o u l d  b e  d o n e ,  i . e .  t h e r e  i s  a  c o n v e r s i o n  
t a b l e  d e f i n i n g  w h i c h  ( e x t e r n a l )  c h a r a c t e r s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  
c e l l s '  s t a t e s .  The  s i m u l a t i o n  s o f t w a r e  w as  d e s i g n e d  f o r  t h e  d e ­
v e l o p m e n t  o f  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  a n d  h i g h e r  l e v e l  l a n g u a g e s  ( f o r  e .  
g .  2 -  and  1 6 - s t a t e )  c e l l u l a r  p r o c e s s o r s .  A l o t  o f  y e t  u n p u b l i s h ­
e d  a l g o r i t h m s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d ,  e . g .  c o n c e r n i n g  i n t e g e r -  an d  
v e c t o r - a r i t h m e t i c s ,  s o r t i n g  a n d  f u r t h e r  n o n - n u m e r i c a l  a p p l i c a ­
t i o n s .  I n  LEGENDI( 1 9 7 8 )  TRANSCELL, a  l a n g u a g e  f o r  t h e  d e f i n i t i o n  
a n d  m i n i m i z a t i o n  o f  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n s  i s  g i v e n .  The  m a in  
g o a l s  a r e  ( 1 ) t o  p r o v i d e  a t o o l  f o r  a n  e a s y  a n d  i m p r e s s i v e  f o r ­
m u l a t i o n  o f  t r a n s i t i o n  t a b l e s ,  ( 2 ) t o  g e n e r a t e  f r o m  t h i s  i n f o r m ­
a t i o n  v e r y  c o m p a c t  ( o p t i m i z e d )  p r e s e n t a t i o n s .  As t h e  f u n c t i o n  
d e f i n i t i o n  i s  p e r f o r m e d  i n  t e r m s  o f  s o - c a l l e d  p r o p e r t i e s  t h i s  
o p t i m i z a t i o n  m u s t  b e  d o n e  ( 3 )  c o n c e r n i n g  a  s p e c i f i c  s e t  o f  b a s ­
i c  p r o p e r t i e s ,  i . e .  t h o s e  t h a t  a r e  r e a l i z e d  by  t h e  h a r d w a r e  o f  
a  g i v e n  c e l l u l a r  p r o c e s s o r .
SIBICA h a s  b e e n  d e v e l o p e d  b y  P E C H T (1 9 7 7 ) .  I t  w as  d e s i g n e d  
f o r  t h e  i n t e r a c t i v e  s i m u l a t i o n  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  c e l l u l a r  
s p a c e s  w i t h  t w o - s t a t e  MOORE-type c e l l s  a n d  M O O R E -n e ig h b o u rh o o d  
a n d  i s  i m p l e m e n t e d  i n  RT-11 a s s e m b l e r  f o r  o u r  GT-42  g r a p h i c  s y s ­
t e m .  R o u g h l y  s p e a k i n g ,  SIBICA i s  a n  i n t e r a c t i v e ,  s t a c k - o r i e n t e d  
i n t e r p r e t e r  f o r  o p e r a t o r s  w h i c h  a r e  d e f i n e d  c o n c e r n i n g  t h e  f o l ­
l o w i n g  o p e r a n d s :  I n t e g e r s ,  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n s ,  c o n f i g u r a t i o n s ,  
s t a c k s y m b o l s  a n d  ( r e c u r s i v e l y  d e f i n e d )  l i s t s  o f  s u c h  o p e r a n d s .
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T y p i c a l  o p e r a t o r s  a r e :  A r i t h m e t i c a l  o p e r a t o r s  on  i n t e g e r s ;  d e f i ­
n i t i o n  a n d  c a l l s  o f  ( s u b - )  p r o g r a m s ;  d e f i n i t i o n  o f  t r a n s i t i o n  
f u n c t i o n s  w h i c h ,  a g a i n ,  may b e  c o m b i n e d  w i t h  a l r e a d y  e x i s t i n g  
o n e s  by  ( c o m p o n e n t w i s e )  l o g i c a l  o p e r a t i o n s  t o  f o r m  new o n e s .  
C o n f i g u r a t i o n s  c a n  b e  i n p u t  f r o m  k e y b o a r d  a s  4 x 4 - s u b c o n f i g u r a -  
t i o n s ,  o r  i n  a n  o b v i o u s  way by  l i g h t  p e n  i n t e r a c t i o n .  D u r i n g  
r u n  t i m e  t h e  l o c a l  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n ,  ( s u b - )  c o n f i g u r a t i o n s  
a n d  t h e  c o n t r o l  p r o g r a m  may be  m o d i f i e d  i n  v a r i o u s  w ay s  ( c o n ­
c e r n i n g  t h e  s o u r c e s  f o r  t h a t  c h a n g e s ) .  As t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  
o r i g i n a l  s y s t e m  i s  v e r y  c o m p l e x ,  f o r  an  e a s i e r  h a n d l i n g  o f  t h e  
b a s i c  o p e r a t i o n s  a  b l o c k  o r i e n t e d  c o n t r o l  l a n g u a g e  -  BISICA -  
was  i n t e g r a t e d .  A t y p i c a l  t a s k  f o r  SIBICA was  t h e  s e a r c h  f o r  
a l l  s t a b l e  4 x 4 - c o n f i g u r a t i o n s  i n  CONWAY's game o f  l i f e .  We men­
t i o n  t h i s  e x a m p l e  t o  i l l u s t r a t e  t h a t  SIBICA p r o v i d e s  t h e  m e c h a ­
n i s m s  f o r  t h e  a l g o r i t h m i c  g e n e r a t i o n  o f  ( i n  o u r  e x a m p l e ,  a l l  
4 x 4 - )  c o n f i g u r a t i o n s  ( a n d ,  a s  t h e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  i s  sym­
m e t r i c ,  t o  o m i t  t h e  s y m m e t r i c  o n e s ) .
V0LLMAR( 1 9 7 3  ) h a s  d e v e l o p e d  SICELA, a  s i m u l a t i o n  s y s t e m  
f o r  t w o - d i m e n s i o n a l  c e l l u l a r  s p a c e s .  I t  i s  i m p l e m e n t e d  i n  
FORTRAN a s  a n  i n t e r p r e t e r .  T h e r e f o r e ,  t h e  s y s t e m  i s  r e a l l y  p o r t ­
a b l e  a n d  e a s i l y  a d a p t a b l e  t o  s p e c i a l  u s e r  d e m a n d s .  F o r  t h a t  r e a ­
s o n  SICELA e x i s t s  i n  a  l o t  o f  v e r s i o n s ,  a n d ,  a s  f a r  a s  we know 
i t  i s  t h e  m o s t  s p r e a d  o u t  s i m u l a t i o n  s o f t w a r e  f o r  c e l l u l a r  
s p a c e s .  I n  c o n t r a s t  t o  a l l  s i m u l a t o r s  m e n t i o n e d  u n t i l  now,
SICELA a l l o w s  t o  d e f i n e  t o t a l l y  i n h o m o g e n e o u s  c e l l u l a r  s p a c e s .  
I . e .  t h e  c e l l s  t h e m s e l v e s  a s  w e l l  a s  t h e i r  n e i g h b o u r h o o d  c o n ­
n e x i o n  sch em e  may v a r y  f r o m  p o i n t  t o  p o i n t  o f  t h e  u n d e r l y i n g  l a t ­
t i c e .  A f u r t h e r  u n i q u e  f e a t u r e  i s  t h a t  t o  e a c h  c e l l  t y p e  t h e r e  c a n  
b e  e x p l i c i t e l y  a l l o c a t e d  a  ( f i x e d )  n u m b e r  o f  c o u n t e r s  t h a t  a r e  
u p d a t e d  d u r i n g  e a c h  t r a n s i t i o n  s t e p  d e p e n d e n t  i n  t h e  n e i g h b o u r s '  
s t a t e s .  N o t e ,  t h a t  ( 1 )  i m p l i c i t e l y  t h i s  i s  p o s s i b l e  e . g .  i n  
BRENDER's s y s t e m ,  t o o ,  ( 2 )  t h e s e  c e l l s  a r e  s p e c i f i c a l l y  o r g a n i z ­
e d  MEALY-type a u t o m a t a .  T h e s e  p r i n c i p l e s  w e r e  o r i g i n a l l y  i n t r o ­
d u c e d  by  t h e  a i m  t o  k e e p  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e s  s m a l l  a n d  s i m p l e  
c o n c e r n i n g  s p e c i a l  b i o l o g i c a l l y  o r i e n t e d  s i m u l a t i o n s  ( s e e  e . g .  
VOLLMAR 1 9 7 3 ) ) .  O r i g i n a l l y ,  SICELA w as  d e s i g n e d  f o r  b a t c h - o r i -
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e n t e d  s y s t e m s ;  t h e r e f o r e , a l l  d e f i n i t i o n s  f i x i n g  a  c e l l u l a r  
s p a c e  ( e . g .  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e  o r  i n i t i a l  c o n f i g u r a t i o n s )  
m u s t  b e  d e f i n e d  i n  t h e  s y s t e m  i t s e l f  o r  be  r e a d  i n  a s  d a t a .
BREDE a n d  SZWERINSKI( 1 9 7 9 )  h a v e  a d d e d  t o  SICELA a l o t  o f  new 
f e a t u r e s  w h i c h  make t h e  s y s t e m  m ore  c o m f o r t a b l e  t o  t h e  p r o g r a m ­
mer a n d  p r o v i d e  i n t e r a c t i v e  c a p a b i l i t i e s ;  b u t  a s  f a r  a s  t h e s e  
a d d i t i o n s  c o n c e r n  g r a p h i c  c a p a b i l i t i e s  t h e y  a r e  o n l y  a p p l i c a b l e  
t o  o u r  p r e s e n t  m a c h i n e  c o n f i g u r a t i o n  ( a  PRIME 300 a s  h o s t  com­
p u t e r  a n d  a GT-42 a s  g r a p h i c  t e r m i n a l ) .  L o c a l  t r a n s i t i o n  f u n c ­
t i o n s  c a n  be  c o m p u t e d  now, i . e .  t h e  b a s i c  t y p e s  ' l o g i c a l '  and  
' i n t e g e r '  w i t h  t h e  f u l l  s e t  o f  o p e r a t i o n s  a r e  i n t r o d u c e d  a s  
w e l l  a s  ' i f - t h e n - e l s e ' a n d  ' w h i l e '  c o n s t r u c t i o n s  f o r  c o m p u t i n g  
t h e  n e x t  s t a t e  b y  e x p r e s s i o n s .  C o n f i g u r a t i o n s  c a n  b e  g e n e r a t e d  
by  r e p e a t e d  s e t t i n g  o f  a s u b c o n f i g u r a t i o n  w h i c h ,  a g a i n ,  may be  
m i r r o r e d  o r  r o t a t e d .  The o u t p u t  o f  i n t e r m e d i a t e  r e s u l t s  c an  be  
f o r m a t t e d  i n  v a r i o u s  w a y s ;  c o n c e r n i n g  t h e  g r a p h i c  d i s p l a y  s t a t e s  
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by u s e r - d e f i n e d  g r a p h i c  s y m b o l s  a n d  s u c h  f i ­
g u r e d  c o n f i g u r a t i o n s  c a n  b e  c o p i e d  by t h e  (HP 7245A) p l o t t e r .  
D u r i n g  r u n  t i m e  t h e  s i m u l a t i o n  c a n  b e  c o n t r o l l e d  f r o m  t h e  s c r e e n  
by  l i g h t  p e n  s e n s i t i v e  b u t t o n s  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  ( s e q u e n c e s  
o f )  SICELA com m ands .  N a t u r a l l y ,  c e l l  s t a t e s  c a n  b e  r e d e f i n e d  by  
l i g h t  p e n  i n t e r a c t i o n  i n  t h i s  c o n t e x t .  I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  
t h a t  t h e  i n t e r a c t i v e  c a p a b i l i t i e s  o f  SICELA -  a s  f a r  a s  t h e y  
a r e  n o t  s p e c i f i c  f o r  t h e  g r a p h i c  t e r m i n a l  -  a r e  a v a i l a b l e  w i t h  
any  a l p h a - n u m e r i c a l  t e r m i n a l ,  t o o .  The i n t e r a c t i v e  v e r s i o n  o f  
SICELA i s  t h e r e f o r e  a d a p t a b l e  t o  any  ( v i r t u a l )  m u l t i - u s e r  s y s ­
tem ( p r o v i d e d  w i t h  FORTRAN). The i m p r o v e m e n t s  r e s u l t e d  f rom  t h e  
a im  t o  make t h e  h a n d l i n g  o f  t h e  s y s t e m  m ore  c o m f o r t a b l e  w i t h  
r e s p e c t  t o  r e s e a r c h  t h a t  h a d  b e e n  d o n e  by  o u r  c h a i r  c o n c e r n i n g  
t h e  ' C o m p u t i n g  S p a c e '  o f  K. Z U S E (1 9 6 9 ) .  The o b j e c t  o f  t h i s  w o r k  
was t h e  m o d e l l i n g  o f  p h y s i c a l  l a w s  i n  a  c e l l u l a r  a u t o m a t o n  w h i c h ,  
a g a i n ,  s e r v e s  a s  a m o d e l  f o r  t h e  p h y s i c a l  s p a c e .  A f u r t h e r  v a r i ­
a n t  o f  SICELA i s  SICELA-H. T h i s  a d a p t i o n  was d o n e  by  LEGENDI 
a n d  DIÓSLAKI(1 9 7 9  ) . M a i n l y  t h e y  i m p r o v e d  t h e  o r i g i n a l  s y s t e m  i n  
s u c h  a  way t h a t  t h e  o r i g i n a l l y  f o r m a t  d r i v e n  i n p u t  i s  a b o l i s h e d  
by  a  p r e p r o c e s s o r .
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0 . 1  MOTIVATIONS AND THE STRUCTURE TO BE MODELLED
In  t h e  r i c h  l i t e r a t u r e  on c e l l u l a r  a u t o m a t a  ( e . g .  s e e  t h e  
s u r v e y s  o f  SMITH(1976 ) a n d  VOLLMAR( 1 9 7 7  ) ) m o s t  o f  t h e  a u t h o r s  
c o n c e n t r a t e  o n  s u c h ,  w h e r e  t h e  b a s i c  c e l l  i s  a  MOORE-type a u t o ­
m a t o n  w i t h  i d e n t i t y  o u t p u t  f u n c t i o n .  A t  l e a s t  w i t h  r e s p e c t  t o  
( L S I )  h a r d w a r e  r e a l i z a t i o n s  t h i s  i s  n o t  v e r y  r e a l i s t i c ,  b e c a u s e  
i n  t h i s  c a s e  we h a v e  t o  k e e p  s m a l l  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  n e i g h ­
b o u r h o o d  c o n n e x i o n s  ( LEGENDI( 1 9 7 6 ) ) .  T h r e e  c o n s e q u e n c e  a r e :
-  t h e  c h o i c e  o f  a  s i m p l e  n e i g h b o u r h o o d  ( e . g .  t h e  c a n o n i c ­
a l  v o n  NEUMANN n e i g h b o u r h o o d ) ,
-  a d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  i n t e r n a l  s t a t e s  a n d  o u t p u t s ,
-  t o  k e e p  t h e  n u m b e r  o f  o u t p u t  l i n e s  s m a l l .
On a c c o u n t  o f  t h e  l a s t  t w o  p o i n t s  i t  s e e m s  t o  b e  n a t u r a l  t o  
c h o o s e  a MEALY-type a u t o m a t o n  a s  t h e  b a s i c  c e l l  f o r  t h e  m o d e l s  
o f  ' r e a l i z a b l e  c e l l u l a r  a u t o m a t a ' .  B u t  t h e r e  a r e  s t i l l  some 
o t h e r  r e a s o n s  f o r  t h i s  c h o i c e .
C o n s i d e r  a  MEALY-type c e l l  M =  ( I ,  Q, 0 ,  6 , w ) ,  w h e r e  О 
i s  t h e  o u t p u t  a l p h a b e t  a n d  I  = 0 ^ * ° E xOg x OwxC>c i s  t h e  i n p u t  
a l p h a b e t ,  a n d  (X = 0 ,  i e ( N  , E , S , W , C } , a n d  Q i s  t h e  a l p h a b e t  
o f  i n t e r n a l  s t a t e s .
6 : I xQ -*■ Q i s  t h e  n e x t  s t a t e  f u n c t i o n ,  a n d
ш : IxQ -► О i s  t h e  o u t p u t  f u n c t i o n .
T h e  c e l l  w o r k s  i n  t h e  u s u a l  way:  d e p e n d e n t  on i t s  own ( C e n t r e )  
a n d  i t s  ( N o r t h ,  E a s t ,  S o u t h ,  W es t )  n e i g h b o u r s '  o u t p u t s  i t  c a l c u ­
l a t e s  i t s  n e x t  s t a t e  ( b y  m e a n s  o f  6 ) a n d  t h e  n e x t  o u t p u t  (b y  
m e a n s  o f  ш).  О
N
F i g .  0 . 1
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T h e n  M c a n  be  d e c o m p o s e d  i n t o  two M OORE-automata  a n d  M
( t h e  l a t t e r  a t  t h e  f i r s t  g l a n c e  n o n - d e t e r m i n i s t i c ) ,  w h e r e  Mr
0
c a n  b e  i m a g i n e d  a s  a n  a u t o m a t o n  p e r f o r m i n g  a  m i c r o p r o g r a m  w h i c h  
i n d i c a t e s  t o  t h e  a u t o m a t o n  t h e  ( i n d e x  q o f  t h e  p a r t i a l )
f u n c t i o n  u> t o  b e  a p p l i e d  ( F i g . 0 . 2 ) .
F o r m a l l y ,  we h a v e
-  = ( I , Q , Q , 6 , i d ) ,  w h e r e
<$ : I  Q Q i s  t h e  n e x t  s t a t e  f u n c t i o n  f r o m  a b o v e ,  an d  
i d :  Q -► Q i s  t h e  i d e n t i t y  o u t p u t  f u n c t i o n  on  Q.
-  Mu = ( 0 Nx0E x0s x0w, 0 C , о ,  {cog I qe  Q}, i d ' ) /  w h e r e
í l e  Q} i s  t h e  s e t  o f  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n s ,  an d  
i d '  : Oç -+ О i s  t h e  i d e n t i t y  o u t p u t  f u n c t i o n  on 0 C = 0 .
And t h e  c o n n e x i o n  b e t w e e n  a n d  Мщ i s  g i v e n ,  s e t t i n g
Wq ( ( ), Oq ) : — со ( ( Oj  ^, Og , о g , o ^ , o^  ) , q ) f o r  a l l  i n p u t s
a n d  f o r  a l l  s t a t e s .
A t  a f i r s t  g l a n c e ,  t h i s  d e c o m p o s i t i o n  s e e m s  t o  b e  a  v e r y  
f o r m a l  an d  a r t i f i c i a l  a c t i o n .  On t h e  o t h e r  h a n d  i t  i l l u s t r a t e s  
t h a t  i t  i s  a d m i s s i b l e  t o  a s s o c i a t e  w i t h  a  c e l l  a t  a n y  i n s t a n t
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t h e  p r e s e n t  s t a t e  a n d  t h e  p r e s e n t  ( i n d e x  o f  t h e )  f u n c t i o n  t o  be  
a p p l i e d .  B e s i d e s ,  s u c h  a  d e c o m p o s i t i o n  ( i n t r o d u c e d  by  LYAPUNOV 
a n d  YANOV) w a s  u s e d  b y  GLUSKOW a s  a  m o d e l  f o r  ' r e a l '  m i c r o p r o g ­
rammed c o m p u t e r s .  W i th  r e s p e c t  t o  a n  L S I  r e a l i z a t i o n  i t  i s  d e s i ­
r a b l e  t o  p a c k  a s  many c e l l s  a s  p o s s i b l e  on one  c h i p  (LEGENDI 
0-9 76) c l a i m s  10 t o  10 c e l l s / c h i p ) .  T h i s  c a n  o n l y  b e  r e a c h e d  
b y  a r e d u c t i o n  o f  t h e  c e l l  s i z e  i t s e l f .  On t h e  o t h e r  h a n d  t h e r e  
a r e  e x p e r i e n c e s  f rom  c e l l u l a r  p r o g r a m m i n g  a d v i s i n g  u s  n o t  t o  
c h o o s e  t h e  c e l l  t o  s m a l l  c o n c e r n i n g  t h e  n u m b e r  o f  f u n c t i o n s  t o  
b e  i m p l e m e n t e d .  B e a r i n g  i n  m in d  t h a t  t h e  c e l l  s i z e  i s  t o  a  l a r g e  
e x t e n t  d e t e r m i n e d  by t h e  m i c r o p r o g r a m m e d  c o n t r o l  u n i t  -  i . e .
t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e  c o m p l e x i t y  -  f r o m  t h e s e  tw o  a i m s  o b v i o u s l y  
r e s u l t s  a  c o n f l i c t .
To e s c a p e  f rom  t h i s  d i l e m m a ,  LEGENDI( 1 9 7 6 )  t h e r e f o r e  p r o p o ­
s e s  t o  e m u l a t e  c e l l u l a r  a u t o m a t a  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  
sch em e  ( F i g . 0 . 3 ) :
F i g .  0 . 3
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-  The c e l l u l a r  s t r u c t u r e  i t s e l f  i s  b u i l t  f r o m  t h e  l e s s  com­
p l e x  o p e r a t i o n a l  u n i t s  Мщ.
-  The g e n e r a l l y  much m o r e  c o m p l e x  c o n t r o l  u n i t  Mg i s  
o n l y  e x i s t i n g  o n c e  ( o r  ' f e w  t i m e s ' )  a n d  s h a r e d  b y  t h e  
o p e r a t i o n a l  u n i t s  i n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e i r  n e x t  o u t ­
p u t  a n d  t h e  i n d e x  o f  t h e  t r a n s i t i o n  f u n c t i o n  t o  b e  a p ­
p l i e d  n e x t .
I f  we u n d e r s t a n d  ' s h a r i n g  a  common m i c r o p r o g r a m '  a s  a  s e ­
r i a l  p r o c e s s  t h i s  c o n c e p t  c o u l d  be  f i l l e d  o u t  w i t h  a  s t r u c t u r e ,  
s k e t c h e d  i n  F i g .  0 . 4 .
F i g . 0 . 4
The c e l l u l a r  s t r u c t u r e  i s  b u i l t  f r o m  u n i f o r m e l y  c o n n e c t e d  ' p s e u ­
d o - c e l l s '  w h i c h  a r e  f u n c t i o n a l l y  r e a l i z i n g  t h e  o p e r a t i o n
a l  u n i t s  . I n  o r d e r  t o  p e r f o r m  t h i s  t a s k  t h e  ' p s e u d o - c e l l s '  
a r e  l i n k e d  t o  a  common b u s  s y s t e m  c o n t r o l l e d  by  a u n i t ,  c a l l e d  
CCU. Among o t h e r  t h i n g s  t h e  CCU f u n c t i o n a l l y  r e a l i z e s  t h e  c o n ­
t r o l  u n i t  M^. T h i s  i s  d o n e  i n  t h e  f o l l o w i n g  way:
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I n i t i a l l y  t h e  CCU i s  l o a d e d  f r o m  t h e  h o s t  c o m p u t e r  w i t h  t h e  
n e e d e d  -  n o t  n e c e s s a r i l y  c o m p l e t e  -  t r a n s i t i o n  t a b l e s  r e p r e s e n t ­
i n g  t h e  p a r t i a l  f u n c t i o n s  ш . To e m u l a t e  o n e  t r a n s i t i o n  o f  t h e  
u n d e r l y i n g  c e l l u l a r  a u t o m a t o n  t h e  CCU s t e p s  t h r o u g h  t h e s e  t a b ­
l e s  and  s e n d s  t h e m  l i n e  b y  l i n e  ( ( o^T, o ^ ,  o ^ ,  o.^, o ^ , q fc, o t + 1 , q t + 1  ) ) 
c o n s e c u t i v e l y  t o  t h e  b u s .  The ' p s e u d o —c e l l s ' a r e  e q u i p p e d  w i t h  
a  l o g i c  e n a b l i n g  th e m  t o  p e r f o r m  t h e  b a s i c  t a s k s  r o u g h l y  s k e t c h ­
e d  i n  F i g . 0 . 5  :
F i g .  0 . 5
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T h u s ,  a f t e r  o n e  r u n  t h r o u g h  t h e  s e t  o f  t r a n s i t i o n  t a b l e s  
by  t h e  CCU e a c h  c e l l  h a s  a s s u m e d  i t s  n e x t  o u t p u t  a s  w e l l  a s  i t s  
n e x t  f u n c t i o n  i n d e x ,  a n d  o n e  g l o b a l  t r a n s i t i o n  h a s  b e e n  p e r f o r m ­
e d .  F rom  t h i s  r e s u l t s  t h a t  o n e  e m u l a t i o n  s t e p  d i r e c t l y  c o r r e s ­
p o n d s  t o  t h e  o v e r a l l  n u m b e r  o f  e n t r i e s  i n  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e s ,  
a n d ,  o n e  c o n s e q u e n c e  i s  t h a t  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e s  s h o u l d  b e  
s p e c i f i e d  a s  l i t t l e  a s  p o s s i b l e .  C o n c e r n i n g  t h e  l a y o u t  o f  t h e  
b u s  t h i s  m ean s  t h a t  i t  m u s t  b e  e q u i p p e d  w i t h  a  c a r e / d o n ' t  c a r e  
l o g i c  p e r m i t t i n g  t o  'm a s k  o u t '  t h e  o u t p u t s  o f  i r r e l e v a n t  n e i g h ­
b o u r s .  As i n  many c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  ( e . g .  a r i t h m e t i c s  and  
s o r t i n g )  a  c e l l  i s  o n l y  i n f l u e n c e d  by  few n e i g h b o u r s  f r o m  t h i s  
d e s i g n  p r i n c i p l e  t h e r e  r e s u l t s  an  e n o r m o u s  i n c r e a s i n g  o f  t h e  
t i m e / p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  by  o r d e r s  o f  
m a g n i t u d e .
I t  s h o u l d  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  LEGENDI p r o p o s e s  t h i s  
' t a b l e - d r i v e n '  s t r u c t u r e  o f  ' p s e u d o - c e l l s '  a s  ' t h e  o r g a n i c  
p a r t  o f  a  c o m p u t e r  a r c h i t e c t u r e ' .  T h i s  f a c t  i s  i n d i c a t e d  i n  
F i g . 0 . 4  by  t h e  l i n k  t o  t h e  h o s t  c o m p u t e r .
The s t r u c t u r e  i s  much m ore  f l e x i b l e  t h a n  t h e  s t r u c t u r e  
( a n  a r r a y  o f  MEALY-type c e l l s )  we s t a r t e d  f r o m .  As t h e  t r a n s i ­
t i o n  t a b l e  i s  c e n t r a l i z e d  i t  c a n  b e  e a s i l y  e x c h a n g e d ,  w h i c h  
m e an s  t h a t  (0  a n d  Q f i x e d )  a n y  p a i r  o f  f u n c t i o n s  6 a n d  ш 
c a n  b e  i m p l e m e n t e d .  The t r a n s i t i o n  t a b l e  c a n  e v e n  b e  s w a p p e d  
d y n a m i c a l l y  a f t e r  e a c h  g l o b a l  t r a n s i t i o n .  The  p r o p o s e d  s t r u c ­
t u r e  i s  t h e r e f o r e  c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  a d v a n t a g e s  o f  m i c r o p r o g ­
ra m m in g  t o  t h e  a r c h i t e c t u r e  o f  c o n v e n t i o n a l  c o m p u t e r s ,  a n d ,  on 
a c c o u n t  o f  i t s  h i g h  f l e x i b i l i t y ,  i t  i s  m o re  t h a n  an  e m u l a t o r  f o r  
c e l l u l a r  s p a c e s ,  b u t  a  s e l f - c o n t a i n e d  c o n c e p t i o n  o f  a  c e l l u l a r  
s t r u c t u r e .
- l o s -
о .  2 THE DESIGN OF A SIMULATOR FOR A LEGENDI-TYPE CELLULAR 
STRUCTURE: S I  L I  C E A
The s i m u l a t o r  i s  i m p l e m e n t e d  on a  s y s t e m  GT-42 w h i c h  i s  
r o u g h l y  s p e a k i n g  a  PDP 1 1 / 1 0  a d d i t i o n a l l y  e q u i p p e d  w i t h  a  g r a p h ­
i c  p r o c e s s o r  a n d  a  v e c t o r i z e d  w o r k i n g  s c r e e n  w i t h  a r e s o l u t i o n  
o f  1024*lC>24 p o i n t s  a n d  l i g h t  p e n  i n t e r a c t i o n  c a p a b i l i t i e s .
The  s t r u c t u r e  o f  t h e  a c t u a l  c o n f i g u r a t i o n  i s  s k e t c h e d  b e l o w  
( F i g . 0 . 6 ) :
L i g h t  P en
F i g . 0 . 6
The m a in  a d v a n t a g e s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  o b v i o u s l y  i t s  g r a p h i c  a n d  
i n t e r a c t i v e  c a p a b i l i t i e s .  I t s  d i s a d v a n t a g e s  a r e  o b v i o u s l y  t h e  
s m a l l  p r i m a r y -  a n d  s e c o n d a r y - s t o r a g e  c a p a b i l i t i e s .  I t  s h o u l d  b e  
m e n t i o n e d  t h a t  d u r i n g  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  p e r i o d  t h e  c o n f i g u r a ­
t i o n  n e i t h e r  c o n t a i n e d  t h e  f i x e d  h e a d  d i s k  ( e n a b l i n g  t h e  e f f i c i ­
e n t  h a n d l i n g  o f  o v e r l a y  s t r u c t u r e s )  n o r  t h e  p l o t t e r  ( w h i c h  i s  i n
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t h e  f i r s t  p l a c e  u s e d  t o  p r o c e d u r e  h a r d  c o p i e s  o f  t h e  s c r e e n ) .  
T h i s  h a d  c o n s e q u e n c e s  c o n c e r n i n g  t h e  s o f t w a r e  a r c h i t e c t u r e .
SILICEA a l l o w s  t o  s i m u l a t e  a r r a y s  o f  up  t o  1 2 8 x 2 5 6  c e l l s  
C o n c e r n i n g  t h e  b a s i c  c e l l s  t h e  s e t  o f  e x t e r n a l  s t a t e s  ( i . e .  t h e  
o u t p u t  a l p h a b e t )  i s  O = { 0 , 1 )  (1  B i t ) ;  t h e  m a x i m a l  n u m b e r  o f  q u a  
l i f i e r s  -  i . e .  t h e  n u m b e r  o f  d i f f e r e n t  f u n c t i o n  i n d i c e s ,  o r  i n ­
t e r n a l  s t a t e s  -  i s  128 (7  B i t s ) .  The c h o i c e  o f  0 i s  m o t i v a t ­
e d  by  t h e  a im  t o  r e d u c e  t h e  n e i g h b o u r h o o d  c o n n e x i o n s  t o  t h e  m i ­
nimum. From t h e  t h e o r e t i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  we w a n t  t o  f i n d  o u t  
w h e t h e r  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e v e l o p  e f f i c i e n t  ( c o n c e r n i n g  t h e  
t i m e / s p a c e  c o m p l e x i t y )  a l g o r i t h m s  w i t h  a  t w o - s t a t e  c e l l .  The 
c h o i c e  o f  t h e  a r r a y  s i z e  a n d  o f  t h e  n u m b e r  o f  q u a l i f i e r s  i s  o b ­
v i o u s l y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m a c h i n e ' s  s i z e  a n d  s t r u c t u r e  a n d  t h e  
a im  t o  a v o i d  o v e r l a y  s t r u c t u r e s  w h e n e v e r  t h i s  i s  p o s s i b l e .  I n  
o r d e r  t o  a t t a i n  e f f i c i e n t  r u n  t i m e  c h a r a c t e r i s t i c s  ( e . g .  i t  i s  
h a r d  t o  k e e p  a  p a c k e d  s c r e e n  f l i c k e r  f r e e  b y  p r o g r a m m i n g  i t  i n  
a  h i g h e r  l e v e l  l a n g u a g e )  SILICEA w a s  i m p l e m e n t e d  i n  R T-11  M ac ro  
A s s e m b l e r .
From o u r  p o i n t  o f  v i e w  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  c e l l u l a r  a l g o ­
r i t h m s  i s  i n  many s t a g e s  s t r o n g l y  r e l a t e d  t o  th e  i n t e r a c t i v e  
m a n i p u l a t i o n  o f  g e o m e t r i c a l  o b j e c t s .  For  e x a m p l e ,  s t a r t i n g  w i t h  
some b a s i c  c e l l s ,  t h e s e  a r e  g e o m e t r i c a l l y  a r r a n g e d  t o  form a 
s u b c o n f i g u r a t i o n  w h ic h  a g a i n  may be  c o m b in ed  w i t h  a n o t h e r  s u b ­
c o n f i g u r a t i o n ,  and s o  o n ,  u n t i l  a c o n f i g u r a t i o n  i s  e s t a b l i s h e d  
t h a t  p e r f o r m s  some c e l l u l a r  a l g o r i t h m .  B e a r i n g  t h i s  i s  mind we 
t r i e d  t o  make e x t e n s i v e  u s e  o f  o u r  s y s t e m ' s  g r a p h i c  and i n t e r ­
a c t i v e  c a p a b i l i t i e s  w h e n e v e r  t h i s  seem ed  t o  be a d v a n t a g e o u s  and  
t o  m e e t  t h e  r e q u i r e m e n t s  l i s t e d  b e l o w :
-  S i m p l e  a n d  i m p r e s s i v e  i n p u t  o f  t r a n s i t i o n  t a b l e s .  E a s y  
a c c e s s  t o  t h e  l a t t e r  f o r  t h e  p u r p o s e s  o f  e d i t i n g ,  r e n a m ­
i n g ,  c o p y i n g  ( i n t o  d i f f e r e n t  l i b r a r i e s ) ,  e t c . .
-  Q u a l i f i e r s  c a n  b e  a s s o c i a t e d  w i t h  f r e e  d e f i n a b l e  g r a p h i c  
s y m b o l s  i n  o r d e r  t o  a l l o w  an  i m p r e s s i v e  i d e n t i f i c a t i o n  
o f  c e l l s  c o n e r n i n g
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. t h e i r  l o c a t i o n  i n  l i b r a r i e s ,
. t h e  a r r a n g e m e n t  o f  c e l l s  t o  b i g g e r  u n i t s  d u r i n g  t h e  
MOLECULE p h a s e ,
. t h e  i n t e r a c t i v e  c o n t r o l  o f  t h e  r e a l  s i m u l a t i o n  d u r i n g  
t h e  EXEC p h a s e ,  w h e r e  t h e  d y n a m i c  b e h a v i o u r  o f  s i n g l e  
c e l l s ,  i . e .  t h e  a c t u a l  s t a t e  a n d  q u a l i f i e r  a n d  t h e i r  
c h a n g e  t o  t h e  n e x t  s t a t e  a n d  q u a l i f i e r  , a r e  o f  i n t e ­
r e s t ,
. c l a s s i f i c a t i o n :  d i f f e r e n t  q u a l i f i e r s  c a n  b e  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  same s y m b o l ,
. s e l e c t i o n :  c e l l s  c a n  b e  l o c a t e d  on t h e  s c r e e n  w i t h o u t  
k n o w l e d g e  o f  t h e i r  a b s o l u t e  c o o r d i n a t e s .
-  E a s y  a n d  c o m f o r t a b l e  a r r a n g e m e n t  o f  c e l l s  ( r e f e r e n c e d  by  
a t o m s  h e r e )  a n d  a l r e a d y  e x i s t i n g  c o n f i g u r a t i o n s  ( w h i c h  
we c a l l  m o l e c u l e s  h e r e )  t o  f o r m  new c o n f i g u r a t i o n s .  As 
t h e s e  g e o m e t r i c a l  o p e r a t i o n s  a r e  p e r f o r m e d  w i t h o u t  e x p l i ­
c i t  k n o w l e d g e  o f  a b s o l u t e  c o o r d i n a t e s ,  h e r e  s e e m s  t o  be  
o n e  o f  t h e  m o s t  p o w e r f u l  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  g r a p h i c  s y s ­
t e m ' s  i n t e r a c t i v e  c a p a b i l i t i e s .
-  C o m f o r t a b l e  p r e s e t t i n g  o f  m o l e c u l e s  w i t h  i n i t i a l  s t a t e s  
i n c l u d i n g  e d i t i n g  f u n c t i o n s .
-  I m p l e m e n t a t i o n  o f  a  s i m p l e  b u t  p o w e r f u l  c o n t r o l  l a n g u a g e  
m a k i n g  p o s s i b l e
. an  e f f i c i e n t  s u p e r v i s i o n  o f  t h e  r e a l  s i m u l a t i o n ,
. a n  e a s y  d e v e l o p m e n t  o f  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  b y  i n t e r ­
a c t i o n s  d u r i n g  p r o g r a m  e x e c u t i o n  ( b r e a k  i n  a n d  t r a c e  
c o n c e p t s  ! ) ,
. f l e x i b l e  f o r m a t - c o n t r o l l e d  l a y o u t  f o r  t h e  o u t p u t  o f  
( i n t e r m e d i a t e - )  r e s u l t s  t o  a l l  RT-11 d e v i c e s  i n  o r d e r  
t o  r e d u c e  t h e  a m o u n t  o f  i n f o r m a t i o n ,  
a n d ,  p r o d u c i n g  g o o d  r u n  t i m e  c h a r a c t e r i s t i c s .
I t  s h o u l d  b e  e m p h a s i z e d  t h a t  t h e  p u r p o s e  o f  t h e  s i m u l a t o r  
i s  n o t  t o  s i m u l a t e  t h e  s t r u c t u r e  o f  a  ' t a b l e  d r i v e n  c e l l u l a r  
p r o c e s s o r '  b u t  t o  d e v e l o p  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  t h a t  c a n  b e  r u n  
on s u c h  a s t r u c t u r e .  I n  some s e n s e  a n y  s i m u l a t o r  f o r  a  c e l l u l a r
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a u t o m a t o n  i s  a  t a b l e  d r i v e n  d e v i c e ,  w h i c h  m e an s  t h a t  i n  g e n e r a l  
t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e  o n l y  e x i s t s  o n c e ,  a n d ,  c o n c e r n i n g  t h e  s i n  
g l e  c e l l s  o n l y  a s  much i n f o r m a t i o n  i s  h e l d  a s  n e c e s s a r y  t o  com­
p u t e  t h e i r  n e x t  ( o v e r a l l )  s t a t e .  T h u s ,  SILICEA c a n  b e  r e g a r d e d  
u p o n  a s  t o  b e  a  s i m u l a t o r  f o r  c e l l u l a r  a u t o m a t a ,  w h e r e  t h e  b a s ­
i c  c e l l  i s  a  MEALY-type a u t o m a t o n  w i t h  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  r e -  
s t i c t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  c a r d i n a l i t i e s  o f  t h e  s e t s  o f  e x t e r n a l  
a n d  i n t e r n a l  s t a t e s .
When b u i l d i n g  a  s i m u l a t o r ,  o n e  o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  p r o b ­
l e m s  i s  a l w a y s  how t o  r e p r e s e n t  a n d  t o  i n p u t  t h e  t r a n s i t i o n  t a b ­
l e :  I n  o u r  c a s e  t h e  l a t t e r  may h a v e  up t o  | О5 | • IQI = 2 5 , 2 7 =
= 4K e n t r i e s .  From e x i s t i n g  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  we c a n  d e r i v e  
t h a t  i n  p r a c t i c e  t h e  u n d e r l y i n g  t r a n s i t i o n  t a b l e  i s  n o t  an  u n ­
s t r u c t u r e d  l i s t  b u t  c a n  b e  d i s a s s e m b l e d  i n  s u b t a b l e s  d e f i n i n g  
s u b a u t o m a t a  ( i n  t h e  u s u a l  s e n s e ) .  T h u s ,  i t  i s  an  o b v i o u s  a d v a n c e  
t o  com pose  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e  s u c c e s s i v e l y  by  t h e  t r a n s i t i o n  
t a b l e s  o f  s u b a u t o m a t a  w h i c h ,  a g a i n ,  a r e  c o m p o s e d  f r o m  s o c a l l e d  
a t o m s .  By an a t o m  we u n d e r s t a n d  a  s i n g l e  q u a l i f i e r  q ^ ( C K q ^ £ l 2 7 )  
a s s o c i a t e d  w i t h  a  t r a n s i t i o n  t a b l e  тл w h i c h  may b e  o b v i o u s l y  
i d e n t i f i e d  w i t h  a  m a p p i n g  r ^  : ( 0  , 1 } 5 x i q i  } -+ { 0 , 1 } x {0 , 1 , . . . , 1 2  7} . 
A l o c a l  p a r t i a l  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  by  a  s e t  o f  q u a l i f i e r s
Q ' = ( q o > q p • • • »qn )f  (0<n<_127) ,  s u c h  a s  t o  t h e  i n d u c e d  m a p p i n g s
Ti , ( 0 < i _ < n ) ,  f o r  a l l  i n p u t s  p e { 0 , l } 5 i t  h o l d s  t h a t  T j_ ( P ,д^_ ) e ( 0 , 1 }  x 
xQ " .  Thus  we h a v e  d e f i n e d  a  s u b a u t o m a t o n  i n  t h e  u s u a l  s e n s e ,  a n d ,
r e t u r n i n g  t o  t h e  n o t i o n  we s t a r t e d  w i t h  6 
w e l l - d e f i n e d .
Ix C r a n d 0) I x Q a r e
I n  t h e  f o l l o w i n g  we g i v e  a  s h o r t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  u s e r  
i n t e r f a c e  o f  S ILICEA , w h e r e a s  we do  n o t  go  i n t o  t h e  d e t a i l s  how 
i t  w as  i m p l e m e n t e d .  B a s i c a l l y ,  c o n c e r n i n g  t h e  f i g u r e s  i t  s h o u l d  
b e  m e n t i o n e d  t h a t  ■ i s  a l w a y s  a  l i g h t  p e n  s e n s i t i v e  s w i t c h ,  a n d ,  
t h a t  l i g h t  p e n  i n t e r a c t i o n s  a r e  p o s s i b l e  a n d  c a n  b e  c o m b i n e d  
w h e n e v e r  t h i s  g i v e s  s e n s e .  I n  i t s  e n t i r e t y  t h e  s i m u l a t o r  a s  w e l l  
a s  some u t i l i t y  r o u t i n e s  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  g e r m a n  u s e r  h a n d ­
b o o k ,  S I L I C E A ( 1 9 7 9 ) .
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1 .  ATOMS
An a t o m  i s  u n i q u e l y  d e f i n e d  b y  a  q u a l i f i e r  a n d  i s  ( n o t  n e ­
c e s s a r i l y  i s  a  u n i q u e  w a y )  r e f e r e n c e d  by  a  name a n d  a  g r a p h i c  
f i g u r e  o r  a  p a i r  o f  h a r d w a r e - g e n e r a t e d  s p e c i a l  s y m b o l s .  I n  t h e  
f i r s t  i n s t a n c e  an  a to m  e x i s t s  o r  i s  t o  b e  d e f i n e d  w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  l i b r a r y  a t  t h e  m oment  b e i n g  u s e d .  F i g . 1 . 0  sh o w s  t h e  l a y ­
o u t  o f  t h e  s c r e e n  t h e  s y s t e m  i n i t i a l l y  r e s p o n d s  w i t h
« ATOM •  MOLECULE ■ EXEC
LIB-1 USED . SORTER 
В STOP CYCLE
•  DEFINE ATOM 
■ EDIT ATOM
В COPY ATOM 
В ASS LIB-1 
В ASS LIB-2 
В LIST LIB 
В FIGURE 
В CHAR
•  FREE CORE
LIB-2 USED , SORHLF
2-0 ' 0 0 0
I ns-XOR (001) ©
ф  ncomp (002) *- 4
a<b (003) II
* acomp (004) «-Î
‘V  a (b C00S) II
1 a > b (006) «-+
w -po l1 О О *-
w-?del (020) «-Л
w-£del (G21 )
*-2deI ('•2 2 :
*-2del ( C 23) +4
F i g .  1 . 0
And,  i n  g e n e r a l ,  o n e  o f  t h e  f i r s t  a c t i o n s  i s  t o  a s s i g n  t h e  l i b ­
r a r i e s  we w a n t  t o  w ork  w i t h .  T h i s  i s  d o n e  by  m a r k i n g  t h e  a p p r o ­
p r i a t e  s w i t c h e s  (ASS L I B - 1, ASS L I B - 2 )  an d  e n t e r i n g  t h e  a p p e r ­
t a i n i n g  s t a n d a r d  RT-11 n a m e s  f r o m  k e y b o a r d .  The  l i b r a r y  i n  p r e ­
s e n t  u s e  ( L I B - 1  USED, L I B - 2  USED) i s  b l i n k i n g  a n d  we c a n  c h a n g e
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o v e r  t o  t h e  o t h e r  o n e  b y  m a r k i n g  i t  w i t h  t h e  l i g h t  p e n .  M a r k i n g  
t h e  s w i t c h  LIST L I B r a r y  r e s u l t s  i n  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  a l ­
r e a d y  e x i s t i n g  a t o m s  i n  a  s p e c i a l  s c r o l l i n g  a r e a  o f  t h e  s c r e e n .  
I n  F i g . 1 . 0  we s e e  t h i s  l i s t i n g :  E . g .  t h e r e  e x i s t s  an  a to m  
ns-XOR w i t h  q u a l i f i e r  0 0 1  a n d  t h e  u s e r - d e f i n e d  s y m b o l  ® ; 
t h e  a t o m  ncomp i s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p a i r  o f  h a r d w a r e - g e n e ­
r a t e d  s y m b o l s  •*-+. T h e  a d v a n t a g e  o f  u s e r - d e f i n e d  s y m b o l s  i s  
t h a t  t h e y  c a n  b e  f o r m e d  v e r y  i m p r e s s i v e  c o n c e r n i n g  t h e  l o c a l  
p a r t i a l  f u n c t i o n  o f  t h e  c e l l  t h e y  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h ;  t h e i r  
d i s a d v a n t a g e  i s  t h a t  t h e i r  d r a w i n g  i s  v e r y  t i m e - c o n s u m i n g ,  a n d ,  
t h e r e o f  may r e s u l t  a  f l i c k e r i n g  s c r e e n  d u r i n g  t h e  MOLECULE- a n d  
E X E C -p h ase  when we h a v e  t o  d e a l  w i t h  b i g g e r  s t r u c t u r e s  b u i l t  
f r o m  c e l l s .  T h i s  c a n  b e  a v o i d e d  by  t h e  u s e  o f  p a i r s  o f  s p e c i a l  
s y m b o l s  ( s o - c a l l e d  s h i f t - o u t  c h a r a c t e r s ,  i n c l u d i n g  t h e  ' b l a n k '  
s y m b o l  ( s e e  t h e  a to m  w - p o l l ) ) .  E x a m i n i n g  t h e  a to m s  nam ed  w - 2 d e l  
we s e e  t h a t  t h e  u n i q u e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  a n  a to m  i s  i t s  q u a l i ­
f i e r ;  b e s i d e s ,  t h e s e  f o u r  a t o m s  d e f i n e  a  p a r t i a l  l o c a l  t r a n s i ­
t i o n  f u n c t i o n  s u c h  t h a t  t h e  c e l l  -  i n i t i a l i z e d  w i t h  q u a l i f i e r  
20  -  d e l a y s  t h e  w e s t  n e i g h b o u r ' s  o u t p u t  b y  tw o  t i m e - s t e p s .  I t  
i s  o b v i o u s  t h a t  o n e  n e e d s  f o u r  q u a l i f i e r s  f o r  i n t e r n a l  s t o r a g e
У
t o  p e r f o r m  t h i s  t a s k .  T h i s  i s  o n l y  m e n t i o n e d  t o  make c l e a r  t h a t ,  
i n  some s e n s e ,  i n  many a p p l i c a t i o n s  we c a n n o t  make s u c h  a  c l e a r  
d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  ' d a t a '  ( i . e .  o u t p u t s  o r  e x t e r n a l  s t a t e s )  
a n d  ' f u n c t i o n '  ( i . e .  t o  c o m p r e h e n d  t h e  q u a l i f i e r  o n l y  a s  a  f u n c ­
t i o n  i n d e x )  a s  i t  w o u l d  b e  d e s i r a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c l a r i ­
t y  a n d  t r a n s p a r e n c y  o f  ( t h e  d e v e l o p m e n t  o f )  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s .
1 . 1 .  DCFINE ATOM
I f  we h a v e  m a r k e d  t h i s  s w i t c h  a n  i n i t i a l  d i a l o g u e  i s  
s t a r t e d ,  a n d ,  t o  b e g i n  w i t h ,  we a r e  a s k e d  f o r  t h e  s y m b o l i c  name 
o f  t h e  a to m  we w a n t  t o  d e f i n e .  A f t e r w a r d s  we a r e  a s k e d  f o r  t h e  
q u a l i f i e r  a n d  t h e  i n p u t  q u a l i f i e r  i s  c h e c k e d  w h e t h e r  i t  a l r e a d y  
e x i s t s  i n  t h e  l i b r a r y .  I f  t h i s  i s  t r u e  a n  e r r o r  m e s s a g e  o c c u r s  
a n d  t h e  d i a l o g u e  r e s t a r t s .  T h i s  d i f f i c u l t y  c a n  b e  a v o i d e d  by  
g e n e r a t i n g  t h e  q u a l i f i e r  a u t o m a t i c a l l y  ( s e e  F i g . 1 . 1 ) .  I f  we 
m ark  t h i s  s w i t c h  t h e  f i r s t  u n o c c u p i e d  q u a l i f i e r  i s  o f f e r e d .  We
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c a n  c o n f i r m  t h i s  c h o i c e ,  o r ,  m a r k i n g  t h e  s w i t c h  a g a i n  t h e  n e x t  
u n o c c u p i e d  q u a l i f i e r  i s  o f f e r e d .
SN TEN  SYMBOLIC NAME .  n.-XO F
-ENTEM QUALIFIE* ,  Ш21 
GENE*A TE QUALIFIEN
F i g . 1 . 1
E v e n t u a l l y  t h i s  i n i t i a l  d i a l o g u e  w i l l  b e  s u c c e s s f u l l y  
e n d e d  a n d  i t  i s  t u r n e d  o v e r  t o  t h e  n e x t  d i s p l a y  ( F i g . 1 . 2 ) :
■ ATOM « MOLECULE •  EXEC
LIB-1 USED i SORTER LIB-2 USED i SG&HLP
■ STOP CYCLE
D E F IN E  ATO M  • nm -X O N
» LIST LIB
a COMPLETE NOW
Z-0 (000) Í
1 ncomp (002) «■i
4, a<b C003) II
■ comp COO-43 ♦-T
* a<b (005) II
'V a>b (006)
1 w-poll (010) «■
w-2de1 (020) «43
w-2del (021) «43
w-2de1 (022) «4
w-2del (023) + 4
5 W N E 
<0QU ■ a ■ a
a о « о *
a о « l M
a l » о ч
a l * l *
а о * о *
a о ß  l «
a 1 к о к
а 1 к 1 «
OWN NEW QUAl II
9 a
0 0 001
0 1 0C1
0 1 001
0 0 001
1 0 001
1 1 001
1 1 0)1
1 0 0 3!
F i g . 1 . 2
LIST LIB p e r f o r m s  t h e  s am e  f u n c t i o n  a s  m e n t i o n e d  a b o v e .  STOP 
CYCLE i s  t h e  e x i t  f ro m  t h i s  s e c t i o n  ' f o r g e t t i n g '  a l l  a c t i v i t i e s  
h a v i n g  o c c u r e d  u n t i l  now.  The  n o r m a l  e x i t  s a v i n g  t h e  r e s u l t  o f
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a l l  a c t i v i t i e s  ( i . e .  t h e  e s t a b l i s h e d  t r a n s i t i o n  t a b l e )  i s  
COMPLETE NOW. F i g . 1 . 2  show s  t h e  e n d  o f  a  s e s s i o n  d u r i n g  w h ic h  
we h a v e  d e f i n e d  an  a to m  ns-XOR h a v i n g  o c c u p i e d  t h e  q u a l i f i e r
0 0 1 .  The  r i g h t  s i d e  o f  t h e  s c r e e n  show s  t h e  e s t a b l i s h e d  t r a n s i  
t i o n  t a b l e  w h i c h  may h a v e  up  t o  32 e n t r i e s .  I n  o u r  c a s e  i t  h a s  
8 e n t r i e s  b e c a u s e  we l e f t  t h e  e a s t  a n d  t h e  w e s t  n e i g h b o u r s '  
s t a t e s  u n s p e c i f i e d ;  t h i s  i s  i n d i c a t e d  b y  t h e  * s y m b o l  ( i . e .  
d o n ' t  c a r e )  i n  t h e  t a b l e .  F i g . 1 . 3  show s  t h a t  i n i t i a l l y  t h e  s y s  
t em  r e s p o n d s  w i t h  a  t o t a l l y  u n s p e c i f i e d  t a b l e .  C o n c e r n i n g  t h e  
o l d  s t a t e  (OWN) t h e  t a b l e  i s  p r e s e t  w i t h  t h e  tw o  a l t e r n a t i v e s  
0 a n d  1; t h e  n e x t  s t a t e  NEW i s  i n  b o t h  c a s e s  p r e s e t  w i t h  0 ,  
w h e r e a s  t h e  n e x t  q u a l i f i e r  (QUALIF) i s  p r e s e t  w i t h  t h a t  we a r e  
s t a r t i n g  w i t h ,  n a m e l y  0 0 1 .
•  ATOM ■ MOLECULE
LIB-1 USED I SORTER
■ STOP CYCLE
DEFINE ATOM , nm-XOR (0 0 1 )
■ LIST LIB
■ COMPLETE NOW
1  EXEC 
L13 -2 USED .  SORHLP
S W N E OWN NEW QUAui:
ü t v e • •
1  It *  <  * 0 0 001
■  *  к  «  я 1 0 001
F i g . 1 . 3
S t a r t i n g  f r o m  t h i s  r u d i m e n t a r y  e n t r i e s  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e  i s  
s u c c e s s i v e l y  d e v e l o p e d .  T h i s  i s  d o n e  b y  t h r e e  d i f f e r e n t  o p e r a ­
t i o n s  :
-  E x p a n d  d o n ' t  c a r e .  M a r k i n g  o n e  o f  t h e  n e i g h b o u r s  N , E , S ,  
W a n d  an  a p p r o p r i a t e  l i n e  i n  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e  one  
p o s i t i o n  i s  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d .  I f  t h i s  p o s i t i o n  i s  o c  
c u p i e d  by  a  d o n ' t  c a r e  s y m b o l  * t h e  m a r k e d  l i n e  i s  
d o u b l e d  a n d  t h e  d o n ' t  c a r e  i s  e x p a n d e d  t o  t h e  two  a l t e r
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n a t i v e s  ф a n d  1 .  I f  t h i s  p o s i t i o n  i s  o c c u p i e d  by  a  1 
o r  а  ф i t  i s  s e a r c h e d  f o r  a  l i n e  t h a t  d i f f e r s  f r o m  t h e  
m a r k e d  o n e  o n l y  i n  t h i s  p o s i t i o n .  I f  t h i s  i s  t r u e  t h e  
two l i n e s  a r e  f u s e d  t o  o n e  l i n e  b y  i n s e r t i n g  a  d o n ' t  
c a r e  s y m b o l  a t  t h e  m a r k e d  p o s i t i o n  a n d  d e l e t i n g  t h e  s e ­
c o n d  l i n e ;  t h u s  we h a v e  an  o p e r a t i o n  R e t r a c t  w h i c h  may 
be  c o n s i d e r e d  a s  t h e  i n v e r s e  o f  E x p a n d .  I f  t h i s  i s  n o t  
t r u e  a n  e r r o r  m e s s a g e  o c c u r s  a n d  t h e  command i s  i g n o r e d .
-  I n v e r t  NEW. M a r k i n g  NEW a n d  a n  a p p r o p r i a t e  l i n e  o f  t h e  
t r a n s i t i o n  t a b l e  r e s u l t s  i n  i n v e r t i n g  ( 0 + 1  a n d  1 + 0  ) t h e  
s o  s e l e c t e d  s t a t e .  N a t u r a l l y ,  I n v e r t  i s  i n v a r i a n t  a -  
g a i n s t  t w i c e  r e p e a t e d  a p p l i c a t i o n .
-  C h an g e  QUALIF. M a r k i n g  QUALIF a n d  an  a p p r o p r i a t e  l i n e  
t h e  s y s t e m  i s  p r e p a r e d  f o r  r e p l a c i n g  t h e  s e l e c t e d  q u a ­
l i f i e r .  T h i s  c a n  b e  d one  i n  t h r e e  d i f f e r e n t  w a y s :
. F i r s t ,  we c a n  e n t e r  t h e  new o n e  f r o m  t h e  k e y b o a r d .
. S e c o n d l y ,  we c a n  m ark  an e x i s t i n g  q u a l i f i e r  i n  t h e  
s c r o l l i n g  l i s t  o f  t h e  a t o m s .
. T h i r d l y ,  we c a n  m ark  ( t h e  l i n e  o f )  a  q u a l i f i e r  a l ­
r e a d y  e x i s t i n g  i n  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e .
O b v i o u s l y ,  a n y  a t o m  ( a n d  t h e r e f o r e  a n y  l o c a l  t r a n s i t i o n  f u n c ­
t i o n )  c a n  b e  e a s i l y  e s t a b l i s h e d  a n d  e v e n  e d i t e d  d u r i n g  t h e  i n ­
p u t  b y  t h e s e  o p e r a t i o n s .
1 . 2 .  EDIT ATOM
A f t e r  some i n i t i a l  d i a l o g u e  ( t h e  s i m p l e s t  way t o  s p e c i f y  
t h e  a to m  t o  b e  e d i t e d  i s  t o  m ark  i t  i n  t h e  s c r o l l i n g  a r e a )  t h e  
s y s t e m  r e s p o n d s  w i t h  t h e  s c r e e n  w h i c h  i s  shown i n  F i g . 1 . 4 :
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■ ATOM ■ MOLECULE •  EXEC
L IB - 1  USED . SORTER L I B - 2  USED . SORHLP
•  STOP CYCLE
EDIT ATOM г nm-XO/r (BED
• ROT 90 DEGR
a MIRROR S-N
О1N CCOO) e
I ns-XOR (001)
a DELETE ATOMU, ncomp (002) «-1
a<"b (003) II
a RENAME ATOfù 5^®mP (004) «-Î1 a \ b (005) II
I a >b (006) «-+
a LIST LIB w-poll (010) «-w-2de1 (020) «-4
w -2 d e 1 (021)
a COMPLETE NOW w' 2del (022)
w-2de1 (023)
5 w N Е OWN NEW QUAL IF
a a а а а а
a 0 ж 0 я 0 0 001
a 0 ж 1 ж 0 1 001
a l ж 0 я 0 ж« 0,1
a l ж 1 я 0 0 001
a 0 а 0 ж 1 0 001
a 0 я 1 ж 1 1 001
a 4 ж 0 ж »X 1 001
a 1 ж 1 ж 1 0 001
F i g . 1 . 4
N a t u r a l l y ,  a l l  o p e r a t i o n s  ( E x p a n d / R e t r a c t , I n v e r t ,  
C h a n g e )  t h a t  h a v e  b e e n  d e s c r i b e d  a b o v e  a r e  a p p l i c a b l e  t o  t h e  
d i s p l a y e d  ( h e r e  ns-XOR) a t o m ,  t o o .  And,  t h e r e  a r e  some f u r t h e r  
o p e r a t i o n s .  M a r k i n g  ROT 90 DEGR r e s u l t s  i n  a  c y c l i c  s h i f t  o f  
t h e  n e i g h b o u r s 7 s t a t e s :  E->-N-*-W-*S-*-E. By MIRROR S-N t h e  s t a t e s  E 
an d  W a r e  e x c h a n g e d .  The e f f e c t  o f  t h e s e  o p e r a t i o n s  i s  im m e d ia ­
t e l y  a p p l i e d  a n d  t h e r e f o r e  v i s i b l e .  I n  c o n n e x i o n  w i t h  t h e  COPY 
ATOM f e a t u r e  ( s e e  F i g . 1 . 0 )  i t  i s  e a s y  t o  d e r i v e  s i m i l a r  a to m s  
f ro m  a n  a l r e a d y  e x i s t i n g  o n e .  The f u n c t i o n s  DELETE ATOM an d  
RENAME ATOM a r e  a p p l i e d  a n d  i n i t i a t e d ,  r e s p e c t i v e l y ,  by  m a r k i n g  
t h e  a p p r o p r i a t e  a to m  i n  t h e  s c r o l l i n g  a r e a ;  t h e  c o m p l e t e  d i a l o ­
gue  ( w h i c h  c a n  b e  h e l d  f r o m  k e y b o a r d ,  t o o )  i s  n o t  d e m o n s t r a t e d .
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FIGURE a n d  CHAR
D u r i n g  t h e s e  tw o  p r o g r a m  s e c t i o n s  e i t h e r  u s e r  d e f i n e d  
s y m b o l s  c a n  b e  e s t a b l i s h e d  o r  a  p a i r  o f  s p e c i a l  c h a r a c t e r s  c a n  
b e  a r r a n g e d ,  a n d ,  i n  b o t h  c a s e s ,  a f t e r w a r d s  a l l o c a t e d  t o  an  
a t o m .  F i g . 1 . 5  show s  t h e  s c r e e n  d u r i n g  t h e  FIGURE s e c t i o n  a f t e r  
we h a v e  d e f i n e d  a  f i g u r e .  T h i s  h a d  b e e n  d o n e  u s i n g  t h e  two  
s w i t c h e s  POINT a n d  LINE. I f  we m ark  o n e  p o i n t  i n  t h e  g r i d  a n d  
a f t e r w a r d s  m a r k  POINT we h a v e  f i x e d  a n  a b s o l u t e  p o i n t ;  i f  we 
a f t e r w a r d s  m a r k  LINE we d r a w  a  v e c t o r  f r o m  t h e  l a s t  m a r k e d  
p o i n t  i n  t h e  g r i d  t o  t h i s  p o i n t .  CLEAR r e t r a c t s  t h i s  s t e p .  I f  
we m ark  ALLOCATE FIGURE t h e  s c r o l l e r  f o r  t h e  f i g u r e s  a r e  t u r n e d  
o n .  I n  F i g . 1 . 5  t h e  l a t t e r  o n l y  c o n t a i n s  t h e  j u s t  d e f i n e d  f i g u r e  
w h i c h  i s  r e f e r e n c e d  by  t h e  p o i n t e r .  By m a r k i n g  ns-XOR t h e  a l l o ­
c a t i o n  t a k e s  p l a c e .
The a l l o c a t i o n  o f  f i g u r e s  c o n s i s t i n g  o f  a  p a i r  o f  s p e c i ­
a l  s y m b o l s  i s  v e r y  s i m i l a r  t o  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p r o c e d u r e . F i g . 
1 . 6  shows t h e  s c r e e n  d u r i n g  t h i s  p r o g r a m  s e c t i o n :  By m o v in g  t h e  
b a r  u n d e r  t h e  l i s t  o f  s p e c i a l  s y m b o l s  we s e l e c t  a  s y m b o l ,  a n d ,  
m a r k i n g  SET F IR S T  o r  SET SECOND we p o s i t i o n  i t  a t  t h e  c o r r e s ­
p o n d i n g  p l a c e  o f  t h e  p a i r  t o  be  d e f i n e d .  R e p e a t e d  a p p l i c a t i o n  
o f  t h i s  p r o c e d u r e  o v e r r i d e s  p r e v i o u s  s e t  s y m b o l s .
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2 .  MOLECULES
C o n c e r n i n g  t h e  u s u a l  t e r m i n o l o g y  i n  t h e  t h e o r y  o f  a u t o m a ­
t a  a  m o l e c u l e  i s ,  r o u g h l y  s p e a k i n g ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  ( i n i t i a l - )  
c o n f i g u r a t i o n ,  i . e .  a  f u n c t i o n  c M: {0 , .  . . , 255 } * { 0 ,  . . . ,  127} •*
0*Q. T h u s ,  e v e r y  a u t o m a t o n  w i t h i n  t h e  f i n i t e  i n t e g e r  g r i d  t o  b e  
r e a l i z e d  i s  a t  a n y  t i m e  s t e p  d e f i n e d  by  a  s t a t e  a n d  a  q u a l i f i e r .  
A t  l e a s t  t h e  b e h a v i o u r  o f  an  a u t o m a t o n  i s  d e f i n e d  by  t h e  ( d e ­
f a u l t )  q u a l i f i e r  0 , i . e .  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e  w h i c h  a s s i g n s  t o  
an  a u t o m a t o n  i n d e p e n d e n t l y  f r o m  t h e  n e i g h b o u r s '  s t a t e s  t h e  n e x t  
s t a t e  0 a n d  t h e  n e x t  q u a l i f i e r  0 .  I n  t h e  f o l l o w i n g  we i d e n ­
t i f y  a  m o l e c u l e  w i t h  t h e  s e t  o f  a u t o m a t a  h a v i n g  n o t  o c c u p i e d  
t h e  q u a l i f i e r  0 , i . e .  w i t h  i t s  s u p p o r t
s u p  (=M)= {( i , j  ) I c M( ( i , j ) )  ф ( o  , 0 ) ,  oeO ,  0 < i < 2  55 , 0<_j<_127).
I f  we r e f e r e n c e  a  m o l e c u l e  a s  a  g e o m e t r i c a l  o b j e c t ,  we r e f e r e n ­
ce  i t  by  t h e  s o u t h - e a s t  c o r n e r  o f  t h e  m i n i m a l  c i r c u m s c r i b i n g  
r e c t a n g l e  o f  i t s  s u p p o r t .  The p u r p o s e  o f  t h e  MOLECULE p h a s e  i s  
t o  c r e a t e  m o re  c o m p l e x  m o l e c u l e s  f r o m  l e s s  c o m p l e x  m o l e c u l e s  
an d  f r o m  a t o m s .  B e s i d e s ,  a f t e r  a  d i f f e r e n t  i n i t i a l  d i a l o g u e  t h e  
s w i t c h  EDIT MOLECULE r e s u l t s  i n  t h e  same s c r e e n  a s  DEFINE 
MOLECULE. T h i s  s c r e e n  i s  d e m o n s t r a t e d  i n  F i g . 2 . 0 .
The s c r e e n  i s  e s s e n t i a l l y  s u b d i v i d e d  i n t o  f o u r  a r e a s  b e ­
i n g  o f  b a s i c  i n t e r e s t .  The u p p e r  l e f t  a r e a  i s  o c c u p i e d  by t h e  
s w i t c h e s .  U n d e r  t h a t  t h e r e  i s  t h e  s c r o l l i n g  a r e a  w h i c h  c o n t a i n s  
-  d e p e n d e n t  on t h e  m a r k e d  s w i t c h  -  t h e  d i r e c t o r y  o f  t h e  s o  s e ­
l e c t e d  o b j e c t s ,  i . e .  ATOMS, MOLECULES, o r  LABELS, r e s p e c t i v e l y .
I n  F i g . 2 . 0  o u r  w e l l  known a to m  d i r e c t o r y  i s  s w i t c h e d  o n .  T h u s ,  
we a r e  p e r f o r m i n g  a  SET ATOM o p e r a t i o n .  The  u p p e r  r i g h t  r e g i o n  
c o n t a i n s  a  r e c t a n g l e  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  t o t a l  g r i d  o f  128*256  
a u t o m a t a  t o  b e  s i m u l a t e d .  W i t h i n  t h i s  r e c t a n g l e  a  w in d o w  ( i n  
F i g . 2 . 0  l o c a t e d  i n  t h e  l e f t  down c o r n e r )  c a n  b e  r o u g h l y  p o s i ­
t i o n e d  by  m a r k i n g  a p p e r t a i n i n g  p o s i t i o n s  a t  t h e  l i g h t  p e n  s e n ­
s i t i v e  e d g e s .  The f i n e  p o s i t i o n i n g  o f  t h e  window i s  d o n e  w i t h  
t h e  b a r s  o f  t h e  c r o s s  a t  t h e  r i g h t  s i d e  o f  t h i s  a r e a .  By m a r k ­
i n g  o n e  o f  t h e  b a r s  t h e  window m o v es  s t e p w i s e  ( i n c r e m e n t i n g /  
d e c r e m e n t i n g  t h e  x / y - c o o r d i n a t e s ) i n t o  t h e  m a r k e d  d i r e c t i o n .
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T h i s  p r o c e s s  i s  c o n t r o l l e d  b y  t h e  c o n t e n t s  o f  t h e  w in d o w  w h i c h  
i s  d i s p l a y e d  i n  t h e  s q u a r e  u n d e r  t h a t .  W i t h i n  t h i s  a r e a  t h e  
a u t o m a t a  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  a r e  r e p r e s e n t e d  by  t h e i r  a l l o c a t e d  
f i g u r e s .  T h e  w in d o w  c o n t a i n s  2 0 x 2 0  a u t o m a t a ,  a n d ,  t h e  a c t i o n s  
t o  be  p e r f o r m e d  on t h e s e  a u t o m a t a  a r e  c o n t r o l l e d  by  a  c u r s o r  
w h i c h ,  a g a i n ,  i s  s e t  b y  t h e  l i g h t  p e n  s e n s i t i v e  e d g e s .  A s ,  f o r  
i n s t a n c e ,  t h e  i d e n t i f i c a t i o n  o f  a n  a t o m  i s  i n  g e n e r a l  n o t  u n i q u e ,  
we c a n  m a r k  t h i s  a to m  w i t h  t h e  c u r s o r .  M a r k i n g  a f t e r w a r d s  NAME 
t h e  name a n d  t h e  q u a l i f i e r  o f  t h i s  a t o m  a r e  d i s p l a y e d .  F i g . 2 . 0  
show s  t h e  r e s u l t  i f  we h a d  m a r k e d  t h e  a to m  scomp w i t h  t h e  c u r ­
s o r  i n  p o s i t i o n  ( 2 , 0 ) .  I f  we a f t e r w a r d s  m ark  FIX t h e  a l l o c a t i o n  
o f  t h i s  a t o m  i s  d e f i n i t e  i n  t h a t  s e n s e  t h a t  i t  c a n  o n l y  b e  r e ­
t r a c t e d  b y  FORGET. A s i m p l e  r e p e a t e d  s t r u c t u r e  c a n  b e  g e n e r a t ­
e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w ay :  F i r s t l y ,  we p o s i t i o n  t h e  c u r s o r  an d
a l l o c a t e  a n  a t o m  b y  m a r k i n g  i t  i n  t h e  a to m  l i b r a r y .  A f t e r w a r d s  
we p o s i t i o n  t h e  c u r s o r  a g a i n .  By t h e  f i r s t  a n d  t h e  s e c o n d  p o s i ­
t i o n  t h e r e  i s  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  a  r e c t a n g l e  w i t h  e d g e s  i n  
p a r a l l e l  t o  t h o s e  o f  t h e  w in d o w .  I f  now i s  m a r k e d  REPEAT t h i s  
r e c t a n g l e  i s  f i l l e d  o u t  w i t h  t h a t  a t o m  ( a n d  c a n  b e  F i x e d ! ) .
M o l e c u l e s  a r e  a l l o c a t e d  by  a  s i m i l a r  p r o c e d u r e :  m a rk  SET 
MOLECULE s e l e c t  m o l e c u l e  ( f r o m  d i r e c t o r y )  m ark  F I X .  B u t ,  i n  
c o n t r a s t  t o  a t o m s  a new s i t u a t i o n  may a r i s e ;  n a m e l y ,  t h e  ( s u p ­
p o r t s  o f )  t w o  m o l e c u l e s  may s u p e r p o s e .  I n  t h i s  c a s e  we h a v e  t o  
make t h i n g s  d e f i n i t e .  By AND t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  b o t h  s u p p o r t s  
i s  d i s p l a y e d  a n d  i s  v i e w e d  i n  t h e  ( a p p r o p r i a t e l y  p o s i t i o n e d  o r  
m o v in g )  w i n d o w .  By m a r k i n g  OLD t h e  a t o m s  o f  t h e  f i r s t  l o a d e d  
m o l e c u l e  a r e  d i s p l a y e d ,  b y  m a r k i n g  OLD a g a i n  t h o s e  o f  t h e  s e ­
c o n d l y  l o a d e d  o n e  a r e  d i s p l a y e d ,  e t c .  The  F i x e d  new m o l e c u l e  
i s  b u i l t  f r o m  t h e  d i s p l a y e d  c o n s t e l l a t i o n .  The p r o c e s s  w h e t h e r  
t h e  OLD o r  t h e  new m o l e c u l e  s h o u l d  d e f i n e  t h e  i n t e r s e c t i o n  i s  
s u p p o r t e d  b y  t u r n i n g  t h e  s w i t c h  OR on o r  o f f  i n  o r d e r  t o  d i s ­
p l a y  t h e  s y m m e t r i c  d i f f e r e n c e  o f  b o t h  s u p p o r t s  o r  n o t ,  d e p e n d ­
e n t  on t h e  f a c t  w h e t h e r  t h i s  i n f o r m a t i o n  i s  h e l p f u l  o r  c o n f u s ­
i n g .  T h u s ,  b y  p a i r w i s e  w e l l  d e f i n e d  c o m b i n a t i o n  we a r e  a b l e
-  s t a r t i n g  f r o m  s i m p l e  a t o m s  a n d  m o l e c u l e s  -  t o  e s t a b l i s h  v e r y
: '
c o m p l e x  m o l e c u l e s .  I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  t h a t  t h i s  p r o c e s s  i s
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s u p p o r t e d  by  t h e  i n t e r a c t i v e  e x e c u t i o n  l a n g u a g e .  I t  i s  a l w a y s  
p o s s i b l e  t o  i n t e r r u p t  t h e  d e s i g n  p r o c e s s  (COMPLETE), t o  s w i t c h  
o v e r  t o  t h e  EXEC p h a s e ,  a n d  t o  t e s t  t h e  s o  e s t a b l i s h e d  c o n f i g u ­
r a t i o n  w h e t h e r  i t  r e a l l y  f u n c t i o n s .  E . g .  F i g . 2 . 0  s h o w s  a  m o l e ­
c u l e  LOCSORT w h i c h  i s  i n t e n d e d  t o  w ork  a s  a  l o c a l  s o r t e r  f o r  b i ­
n a r y  s t r i n g s .  T h i s  s i m p l e  s t r u c t u r e  i s  e a s y  t o  v e r i f y  by  some 
commands .  A f t e r w a r d s  we s w i t c h  b a c k  t o  t h e  MOLECULE p h a s e  an d
- 1 2 4 -
we c a n  b e  q u i t e  s u r e  t h a t  t h e  s h o r t e r  shown i n  F i g . 2 . 1  p r o p e r ­
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3 .  STATES AND DATA
A m o l e c u l e  (m ore  p r e c i s e l y  t h e  w h o l e  s i m u l a t i o n  a r e a )  i s  
p r e s e t  w i t h  s t a t e  0 .  By m a r k i n g  STATE a n d  a f t e r w a r d s  SET t h e  
a u t o m a t o n  w h i c h  i s  r e f e r e n c e d  by  t h e  c u r s o r  i n d i c a t e s  b y  a  s m a l l  
b a r  t h a t  i t  i s  p r e s e t  w i t h  s t a t e  1 i f  we FIX t h i s  a c t i o n . A g a i n  
t h e  r e p e a t  f u n c t i o n  c a n  b e  u s e d .  L e t  u s  a s s u m e  t h a t  we h a d  r u n  
t h r o u g h  a s e q u e n c e  p o s i t i o n  c u r s o r  -*• STATE -*• < a c t i o n >  -*■ p o s i ­
t i o n  c u r s o r  -* REPEAT -*■ F I X .  C o n c e r n i n g  t h e  r e c t a n g l e  d e t e r m i n e d  
by  t h e  tw o  c u r s o r  p o s i t i o n s  t h e  e f f e c t  d e p e n d s  on t h e  t y p e  o f  
< a c t i o n > .  SET: a l l  a u t o m a t a  a r e  s e t  t o  s t a t e  1.  CLR: a l l  a u t o m a t a  
a r e  r e s e t  t o  0 .  INV: a l l  s t a t e s  a r e  i n v e r t e d .  N a t u r a l l y ,  a l l  
f u n c t i o n s  ( e . g .  AND, OLD) a p p l y  t o  t h e  s t a t e s ,  t o o .  W i t h  one  e x ­
c e p t i o n :  i f  tw o  m o l e c u l e s  s u p e r p o s e  an d  STAT i s  m a r k e d  t h e n  t h e  
a t o m s  o f  t h e  f i r s t  l o a d e d  m o l e c u l e  r e m a i n  u n c h a n g e d ,  w h i l e  t h e  
s w i t c h e s  OLD, AND a n d  OR a f f e c t  t h e  s t a t e s  o f  b o t h  m o l e c u l e s  a s  
d e s c r i b e d  c o n c e r n i n g  q u a l i f i e r s .  T h u s ,  we h a v e  t h e  f a c i l i t y  t o  
c a r r y  o v e r  t h e  w h o l e  ' p a t t e r n  o f  s t a t e s '  f r o m  o n e  m o l e c u l e  t o  
a n o t h e r  w i t h o u t  a l t e r i n g  t h e  q u a l i f i e r s  o f  t h e  l a t t e r .
One o f  t h e  m o s t  p o w e r f u l  a p p l i c a t i o n  f i e l d s  f o r  c e l l u l a r  
p r o c e s s o r s  m i g h t  b e  s e e n  i n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  p i p e l i n e  
s t r u c t u r e s .  I n  t h e s e  a p p l i c a t i o n s  we u n d e r s t a n d  a c o n f i g u r a t i o n  
a s  a ( l e s s  o r  m ore  c o m p l e x )  f u n c t i o n a l  u n i t  t h a t  t r a n s f o r m s  a 
s t e a d i l y  f e d  i n  s t r e a m  o f  d a t a  t o  an o u t p u t  s t r e a m  o f  d a t a .  F o r  
t h e  s i m u l a t i o n  o f  s u c h  s t r u c t u r e s  we m u s t  p r o v i d e  m e a n s  t o  c o n ­
n e c t  s i n g l e  a u t o m a t a  t o  an i n p u t  l i b r a r y  a s  w e l l  a s  t o  an o u t ­
p u t  l i b r a r y ,  r e p e c t i v e l y .  B e s i d e s ,  t h e  c a p a b i l i t y  t o  i n f l u e n c e  
a  c e l l u l a r  a u t o m a t o n  by  i n p u t s  f r o m  t h e  ' o u t e r  w o r l d '  i s  o f  
p u r e  t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t ,  t o o .  M a r k i n g  LABEL-PAGE r e s u l t s  i n  
t h e  s c r e e n  w h i c h  i s  shown i n  F i g .  2 . 2 .  A s e q u e n c e  m a rk  DEF -*■ 
p o s i t i o n  c u r s o r  -*• e n t e r  s y m b o l i c  name f o r  l a b e l  f r o m  k e y b o a r d  -*• 
m a rk  GET NEW LABEL c a u s e s  t h e  s o  d e f i n e d  l a b e l  t o  b e  a p p e n d e d  
t o  t h e  l a b e l  l i s t .  F i g . 2 . 2  show s  t h e  s i t u a t i o n  a f t e r  t h e  
l a s t  d e f i n i t i o n  o f  l a b e l  0UT5 w i t h  o b s o l u t e  c o o r d i n a t e s  
( 0 1 2 , 0 2 3 ) .  I f  two m o l e c u l e s  s u p e r p o s e ,  d e p e n d e n t  on  how we 
d e f i n e  t h e  r e s u l t i n g  s t r u c t u r e ,  by  GET NEW LAB l a b e l s  o f  t h e  
s e c o n d  l o a d e d  m o l e c u l e  ( w i t h  r e c a l c u l a t e d  c o o r d i n a t e s )  a r e
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•  ATOM a MOLECULE 9  EXEC
LIB-1 USED . 
•  STOP CYCLE
SORTER LIP-2 USED . SORHLP
EDIT ООО
MOLECULE , SORT ООО
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a DEF. 1
1 ПП FTP 1 AR
’ “i !
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a QUIT
II 000
I COO
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ap p en d ed  t o  t h e  l a b e l  l i s t  o f  t h e  r e s u l t i n g  m o l e c u l e .  The  dyna  
m ic  s u p p l y  o f  l a b e l l e d  a u t o m a t a  i s  c o n t r o l l e d  by  an E X E C - p ro g -  
ram ( s e e  4 . 2 . 2 ) .  F i g . 2 . 3  sh ow s  t h e  i n i t i a l  s c r e e n  from  w h i c h  
a l l  a c t i v i t i e s  c o n c e r n i n g  m o l e c u l e s  a r e  s t a r t e d :
■ ATOM ■ MOLECULE •  EXEC
L IB -1  USED « SORTER 
•  STOP CYCLE
L I B - 2  USED » Sr » 'L P
■ DEFINE MOLECULE
S EDIT MOLECULE
•  PELETE MOLECULE
•  DELETE TEMP-MOL LCC30RT I  3S 
X  SORT 
TST 
« 62 
'V
1003 .0031
1013 .0031  
l 0 1 3 ,0 2 *1  
[0 1 3 .0 0 7 1  
[0 1 3 ,0 0 3 1
• L I S T  ATOMS
•  L IS T  .MOLECULES T
•  RENAME MOLECULE
•  FREE CORE
F i g . 2 . 3
4 .  PROGRAM DEVELOPMENT AND PROGRAM EXECUTION
The r e a l  s i m u l a t i o n  ( i . e .  t h e  t r a n s i t i o n s  o f  d e f i n e d  c o n ­
f i g u r a t i o n s )  i s  s u p e r v i s e d  by s o - c a l l e d  EXEC-program s. N a t u r a l  
l y  t h e  l a n g u a g e  must h a v e  more c a p a b i l i t i e s  th a n  a ' n a i v e '  a d ­
v a n c i n g  s t e p  by  s t e p  t h r o u g h  th e  t r a n s i t i o n  t a b l e  t o  p e r f o r m  a 
g i v e n  number o f  g l o b a l  t r a n s i t i o n s .  At  l e a s t ,  t h i s  i s  t r u e  f o r  
t h e  p e r i o d  w h e r e  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  a r e  d e v e l o p e d  and t e s t e d  
o u t ,  and ,  f o r  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  i n t e r m e d i a t e  and r e s u l t  
c o n f i g u r a t i o n s .  The b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o n t r o l  l a n g u a g e
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d e f i n e s  t h e  s t a t e s  o f  t h e  i n p u t  a u t o m a t a .  A n a l o g o u s l y ,  
a  WRITE s t a t e m e n t  c a u s e s  t h e  s t a t e s  o f  t h e  o u t p u t  a u t o ­
m a t a  t o  d e f i n e  t h e  n e x t  w o r d  o f  t h e  o u t p u t  f i l e .
4 . 2 . 3  C o n c e r n i n g  o u t p u t s ,  t h e  s c r e e n  p l a y s  a  s p e c i a l  r o l e .  By 
t h e  s t a t e m e n t  WRC DISPLAY ( ' y - p o s ' ,  ' x - p o s ' ) , t h e  o u t p u t  
i s  d i r e c t e d  t o  t h e  s c r e e n  i n  a  s p e c i a l  p e r f o r m a t t e d  w ay :
« ATOM •  MOLECULE •  EXEC
■ BREAK IN
■ NO MAIT
■ FREE CORE
•  FIGURS ■ OWN a B IT  S
10
С Я  ALL INPUT -  L IN E  BY LINE -  FROM KEYBCARO « )
-L IB 'S O R H L P .L IB * C* SELECT LIBRARY *3  
-RDC'SORT* CM SELECT CCHFIGURATIOH * )
-EXTERNAL IN0 , I N I , IN ?  . IN 3 , IN 4 , INS (■  DECLARE INPUT CELL? *3  
-EXTERNAL 0UT0 ,O U T l,O U T 2 ,0 U T 3 , OUT4, OUTS C* DECLARE OUTPUT CELLS * )  
-R D D 'SR T.D ÎN * CIN O . I N I , IN 2 , IN 3 , IN 4 , IN5T C* CONNECT INPUT STREAM * )
-MRD’ RES. OUT ■ COUTO , O U T I, OUT2, 0U T 3, OUT4. CUT5>
- ( «  THE OUTPUT STREAM IS  NOM CONNECTED, TOO *>
- ( «  THE NEXT SEQUENCE CONTROLES THE REAL SIMULATION «)
-LOOP 100 IN WRC D IS P LA Y , HA I T : R EAD C *IN PU T*Î,E X E C IT E C * O U T P U T r j prOLQ
F i g .  4 . 0
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4 . 1  The c o n t r o l  l a n g u a g e  i s  b l o c k  s t r u c t u r e d ,  w h e r e  ' b l o c k '  i s  
d e f i n e d  r e c u r s i v e l y .
4 . 2  C o n f i g u r a t i o n s  can be i n p u t  from any  f i l e - s t r u c t u r e d  RT-11  
d e v i c e .  O u t p u t s  can be  d i r e c t e d  t o  a l l  RT-11 d e v i c e s :
4 . 2 . 1  C o n c e r n i n g  t h e  o u t p u t  o f  c o n f i g u r a t i o n s  i t  c a n  be  dyna­
m i c a l l y  s p e c i f i e d  i n  w h a t  s u b c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  a c ­
t u a l  c o n f i g u r a t i o n  we a r e  i n t e r e s t e d  i n .  F u r t h e r o n , t h i s  
i n f o r m a t i o n  can be  f o r m a t t e d  and t h e r e f o r e  r e d u c e d  t o  
t h e  amount we a re  r e a l l y  i n t e r e s t e d  i n .  E . g .  we can s p e ­
c i f y  t h a t  o n l y  t h e  f i r s t  t h r e e  c h a r a c t e r s  o f  t h e  name,  
t h e  s t a t e ,  and b i t s  s e v e n  and t h r e e  o f  t h e  q u a l i f i e r  o f  
t h e  a u t o m a t a  s h o u l d  be  p r i n t e d .
4 . 2 . 2  In o r d e r  t o  s i m u l a t e  p i p e l i n e - c o n f i g u r a t i o n s ,  t h e  f o l l o w ­
i n g  f e a t u r e s  a r e  p r o v i d e d :
-  Up t o  s i x t e e n  a r b i t r a r y  a u t o m a t a  o f  a c o n f i g u r a t i o n  
can  be  s e l e c t e d  i n  e a c h  c a s e  t o  work a s  i n p u t  and o u t ­
p u t  a u t o m a t a .  T h i s  c a n  be  done  d u r i n g  t h e  m o l e c u l e  
p h a s e  by l i g h t p e n  i n t e r a c t i o n ,  and ,  i n  t h i s  c a s e  t h e y  
m ust  be  d e c l a r e d  a s  EXTERNALS i n  t h e  EXEC p rogram .  The 
o t h e r  way i s  t o  d e c l a r e  l a b e l s  i n  an EXEC program  i t ­
s e l f  e x p l i c i t l y  a s  v a r i a b l e s  o f  t h e  t y p e  LABEL, o r ,  t o  
u s e  them t h e r e  i m p l i c i t l y  a s  c o n s t a n t s .  In  t h i s  c a s e
we must  h a v e  k n o w le d g e  ( e v e n  i f  we com pu te  them by ' l a b e l -  
e x p r e s s i o n s ' )  o f  a b s o l u t e  c o o r d i n a t e s .
-  By d e c l a r a t i o n  o f  a d a t a  i n p u t  f i l e  ( RDD ' f i l e n a m e ' )  
and a d a t a  o u t p u t  f i l e  (WRD ' f i l e n a m e ' )  t h e  s e l e c t e d  
a u t o m a t a  a r e  c o n n e c t e d  t o  t h e s e  i n p u t s  and o u t p u t s .
More p r e c i s e l y ,  t h e  up t o  s i x t e e n  i n p u t  a u t o m a t a  a re  
i d e n t i f i e d  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b i t s  o f  a s i x t e e n  
b i t  i n p u t  b u f f e r  w h i c h  i s  c o n n e c t e d  t o  t h e  i n p u t  f i l e .
The o u t p u t  a u t o m a ta  a r e  t r e a t e d  a n a l o g o u s l y .
-  Whenever i n  t h e  EXEC program a READ s t a t e m e n t  i s  e n ­
c o u n t e r e d ,  t h e  n e x t  s i x t e e n  b i t  word o f  t h e  i n p u t  f i l e
a r e  l i s t e d  a n d  s h o r t l y  d i s c u s s e d  b e l o w .
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-  The a c t u a l  c o n f i g u r a t i o n  i s  v i s i b l e  w i t h i n  a window o f  
2 0 * 2 0  a u t o m a t a  s t a r t i n g  from  ( ' y - p o s ' , ' x - p o s ' )  d e f i n ­
i n g  t h e  l e f t m o s t  down c o r n e r .  C h a n g in g  t o  BREAK-IN con  
t e x t  ( w h i c h  i s  e x p l a i n e d  l a t e r )  we can m o d i f y  ( ' y - p o s '  
' x - p o s ' )  and move t h e  window t o  make v i s i b l e  any s u b ­
c o n f i g u r a t i o n  o f  i n t e r e s t .
-  At  t h e  l e f t  and t h e  r i g h t  m a r g i n  o f  t h e  window t h e  
e i g h t  m os t  s i g n i f i c a n t  s i x t e e n  b i t  words  o f  t h e  i n p u t  
s t r e a m  and t h e  o u t p u t  s t r e a m ,  r e s p e c t i v e l y ,  a r e  v i s i b ­
l e .  T h i s  d o e s  n o t  depend on w h e t h e r  t h e  i n p u t  o r  o u t ­
p u t  a u t o m a t a  a r e  v i s i b l e  i n  t h e  window.
-  Some f u r t h e r  u s e f u l  f u n c t i o n s  a r e :
. S t a t e  (OWN) a n d  b i t  6 o f  a l l  a u t o m a t a  c a n  b e  made 
v i s i b l e .
. P o s i t i o n i n g  t h e  c u r s o r  t o  any  au to m a to n  w i t h i n  t h e  
w ind ow  i t s  name and q u a l i f i e r  a r e  i n d i c a t e d .
. The number o f  EXEC s t e p s  p e r f o r m e d  u n t i l  now i s  d i s ­
p l a y e d .
-  C o n c e r n i n g  p ro g ra m  c o n t r o l  a BREAK IN can  be  p e r f o r m e d  
by l i g h t p e n  i n t e r a c t i o n  and a WAIT s t a t e m e n t  o f  t h e  
a c t u a l  EXEC p r o g r a m  can be s u s p e n d e d  a s  l o n g  a s  NO 
WAIT i s  s e n s i f i e d .
4 . 3  Program e x e c u t i o n  ( a n d  t h e r e f o r e  t h e  r e a l  s i m u l a t i o n )  can  
be c o n t r o l l e d  by t h e  EXEC program i t s e l f  i n  v a r i o u s  ways  
a t  d i f f e r e n t  l e v e l s .
4 . 3 . 1  A lm o s t  t h e  s i m p l e s t  way t o  do t h i s  i s  by l o o p s  o f  t y p e
LOOP ' e x p r e s s i o n '  IN ' b l o c k '  POOL. I n i t i a l l y  ' e x p r e s s i o n  
i s  e v a l u a t e d  t o  an i n t e g e r  d e t e r m i n i n g  how o f t e n  ' b l o c k '  
i s  t o  b e  p e r f o r m e d  ( i f  ' b l o c k '  d o e s  n o t  c o n t a i n  f u r t h e r  
program m o d i f i c a t i o n s ! ) .  In s i m p l e  a p p l i c a t i o n s  ' b l o c k '  
i s  t h e  f o l l o w i n g  t y p e :
READ; WRC DISPLAY; WAIT; WRITE; EXEC.
T h i s  s e q u e n c e  i s  e x e c u t e d  as  f o l l o w s :
-  F i r s t ,  t h e  n e x t  16 b i t  word o f  t h e  c o n n e c t e d  i n p u t
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d a t a  f i l e  d e f i n e s  t h e  s t a t e s  o f  t h e  i n p u t  a u t o m a t a .
-  N e x t ,  t h e  window m e n t i o n e d  i n  4 . 2 . 3  ( f i x e d  a t  t h e  d e ­
f a u l t  p o s i t i o n  ( 0 , 0 ) )  i s  d i s p l a y e d .
-  Now t h e  program w a i t s  f o r  t h e  p e r m i s s i o n  t o  c o n t i n u e .  
WAIT i s  s u s p e n d e d  e i t h e r  by an a r b i t r a r y  k e y b o a r d  a c ­
t i o n  ( e x c e p t  ЛС ) o r  ( i n  t h i s  c o n t e x t )  by s e n s i f y i n g  
NO WAIT a t  t h e  s c r e e n .
-  The o u t p u t  b u f f e r  i s  w r i t t e n  t o  t h e  c o n n e c t e d  o u t p u t  
d a t a  f i l e .
-  By EXEC one  g l o b a l  t r a n s i t i o n  i s  p e r f o r m e d .  B e s i d e s ,  
t h e  s t a t e s  o f  t h e  o u t p u t  a u t o m a t a  d e f i n e  t h e  new c o n ­
t e n t s  o f  t h e  o u t p u t  b u f f e r .
4 . 3 . 2  A more p o w e r f u l  c o n s t r u c t i o n  i s  t h e  i f - t h e n - e l s e  c l a u s e :  
IF ' c o n d i t i o n '  THEN ' b l o c k '  / ELSE ' b l o c k '  / FI  . As 
' b l o c k '  can  c o n t a i n  a GOTO s t a t e m e n t  t h e  s i m u l a t i o n  can  
be e f f i c i e n t l y  c o n t r o l l e d  i f  we k e e p  i n  m in d  t h e  v a r i o u s  
ways  ' c o n d i t i o n '  can l o o k  l i k e .  E . g .  i t  c a n  be  a l o g i c a l  
AND o r  OR o v e r  t h e  s t a t e s  o f  a p r e d e t e r m i n e d  s e t  o f  a u t o  
mata and v a l u e s  g a i n e d  i n  t h i s  way can be  c o m b in ed  by  
b o o l e a n  o p e r a t o r s  t o  form new o n e s .  B e s i d e s , s t a t e m e n t s  
l i k e  TRACE and TORUS a r e  c o n s i d e r e d  as  b o o l e a n  v a r i a b l e s  
i . e .  t h e y  may be d y n a m i c a l l y  s w i t c h e d  o n .
4 . 3 . 3  A f u r t h e r  u s e f u l  s t a t e m e n t  i s  t h e  TRACE s t a t e m e n t .  I t  
can be d i s a b l e d  and e n a b l e d  d y n a m i c a l l y  by  any  b o o l e a n  
e x p r e s s i o n  and i s  u s e d  t o  p r o d u c e  r u n t im e  i n f o r m a t i o n  t o  
t h e  s c r e e n  l i k e  p r o g r a m l a b e l s , t h e  p r e s e n t  v a l u e  o f  i n ­
t e g e r  v a r i a b l e s ,  t h e  c o n t e n t s  o f  t h e  i n p u t  and o u t p u t  
b u f f e r s ,  r e s p e c t i v e l y ,  e t c .
4 . 4  A n o t h e r  way t o  c o n t r o l  t h e  s i m u l a t i o n  i s  p r o v i d e d  by t h e  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  a BREAK IN c o n c e p t .  A BREAK IN c a u s e s  
t h e  c u r r e n t  EXEC program  t o  h a l t  due t o  o n e  o f  t h e  f o l l o w ­
i n g  c o n d i t i o n s  :
-  from program ,  by a BREAK s t a t e m e n t ,
-  from k e y b o a r d ,  by e n t e r i n g  ЛС,
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-  by l i g h t p e n ,  s e n s i f y i n g  BREAK I N ,
-  from  s w i t c h r e g i s t e r .
In BREAK IN c o n t e x t  program c o n t r o l  i s  t r a n s f e r r e d  t o  k e y ­
b o a r d .  The i n t e r r u p t e d  p ro g ra m  can b e  c o n t i n u e d  (CONTINUE) o r  
abandoned  (Q U IT ) ,  o r ,  t h e  v a l u e s  o f  some v a r i a b l e s  can b e  e x a ­
m in ed  or  r e a s s i g n e d  e t c .  B ut  t h e  m o s t  p o w e r f u l  f e a t u r e  o f  t h e  
l a n g u a g e  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h i s  c o n c e p t  a r e :
-  Any p r o g r a m  can b e  e x e c u t e d  now, w i t h o u t  d e s t r o y i n g  t h e  
i n t e r r u p t e d  p r o g r a m  o r  i t s  d a t a .
-  P ro g ra m s  can be  e n t e r e d  from k e y b o a r d ,  l i n e  by l i n e ,  t o o  
and e x e c u t e d .
-  A BREAK IN w i l l  a l s o  o c c u r  i n  c a s e  o f  a n o n - f a t a l  e r r o r  
w h ic h  c a n  be c o r r e c t e d  now.
In  any c a s e  a f t e r w a r d s  ( e n t e r i n g  c o n t i n u e  ) t h e  i n t e r r u p t e d  
program  can b e  c o n t i n u e d  a t  t h e  p o i n t  w h e r e  i t  had b e e n  s t o p p e d
I t  s h o u l d  be  m e n t i o n e d  t h a t  m ost  o f  t h e  f e a t u r e s  o f  t h e  
EXEC la n g u a g e  h a v e  n o t  b e e n  im p le m e n te d  t o  s u p p o r t  t h e  r e a l  s i ­
m u l a t i o n ,  b u t  t o  s u p p o r t  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  c e l l u l a r  a l g o r i t h m s  
O n c e ,  a c e l l u l a r  a l g o r i t h m  i s  d e v e l o p e d ,  t h e  EXEC program  w i l l  
b e  v e r y  s i m p l y  s t r u c t u r e d .
B e s i d e s ,  c a l l i n g  b a c k  F i g . 0 . 4  i n  o u r  m ind ,  t h e  EXEC l a n ­
g u a g e  has  t o  c o v e r  f u n c t i o n s  o f  th e  CCU ( C e l l u l a r  C o n t r o l  U n i t )  
and o f  th e  H o s t  c o m p u t e r .  I t  depend s  on t h e  s p e c i f i c  r e a l i z a ­
t i o n  how a u to n o m o u s  t h e  CCU i s  t a i l o r e d  and  how c l o s e  t h e  c o n ­
n e x i o n  b e t w e e n  t h e s e  two c o m p o n en ts  i s .  A nd ,  from t h e s e  d e s i g n  
p r i n c i p l e s  r e s u l t s  i n  w h i c h  component  t h e s e  f u n c t i o n s  a r e  im­
p l e m e n t e d .  Some e x a m p l e s  f o r  s u c h  f u n c t i o n s  a r e :  i n i t i a l i z a t i o n  
o f  t h e  c e l l u l a r  s t r u c t u r e ,  i n i t i a l  l o a d i n g  (and  p o s s i b l y  t i m e  
d e p e n d e n t  s w a p i n g )  o f  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e ,  i n i t i a l  l o a d i n g  o f  
t h e  s i n g l e  c e l l s  w i t h  t h e  a p p e r t a i n i n g  s t a t e s  and q u a l i f i e r s ,  
d y n a m ic  s u p p l y  w i t h  d a t a  an d  o u t p u t  o f  ( i n t e r m e d i a t e )  r e s u l t s .  
O b v i o u s l y ,  t h e  s i m u l a t o r  s h o u l d  n o t  d e p e n d  on a s p e c i f i c  r e a l i ­
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z a t i o n ,  and h a s  t o  p r o v i d e  t h e s e  f u n c t i o n s  a t  a h i g h e r  l e v e l .
5 .  CONCLUSIONS AND OUTVIEWS •
At  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  p a p e r  we g a v e  m o t i v a t i o n s  f o r  o u r  
a t t e m p t  t o  add a f u r t h e r  s i m u l a t o r  f o r  c e l l u l a r  s t r u c t u r e s  t o  
t h e  b r o a d  s p e c t r u m  o f  a l r e a d y  e x i s t i n g  o n e s .  The s i m u l a t i o n  
s o f t w a r e  i s  b a s i c a l l y  c h a r a c t e r i z e d  by t h r e e  f e a t u r e s  .
-  T h e re  a r e  s i m u l a t e d  MEALY-type c e l l s  w i t h  a f i x e d  n e i g h ­
b o u rh o o d  and f i x e d  o u t p u t -  and s t a t e - a l p h a b e t s .  From 
t h i s  r e s u l t s  an e a s y  i n t e r a c t i v e  d e v e l o p m e n t  o f  t r a n s i ­
t i o n  t a b l e s  w h i c h ,  a g a i n ,  i s  s u p p o r t e d  by t h e  q u a l i f i e r  
c o n c e p t  ( due t o  LEGENDI).
-  The d e s i g n  o f  c o n f i g u r a t i o n s  -  and t h u s  o f  c e l l u l a r  a l g o ­
r i t h m s  -  i s  f a c i l i t a t e d  by m od ular  and o r t h o g o n a l  c o n ­
s t r u c t i o n  p r i n c i p l e s  a s  w e l l  as  by t h e  i n t e r a c t i v e  ( i n  
g e n e r a l  n o t  d e p e n d i n g  on a b s o l u t e  c o o r d i n a t e s ) m a n i p u l a ­
t i o n  o f  s u b c o n f i g u r a t i o n s  i n  t h e  p l a n e .
-  The r e a l  s i m u l a t i o n  ru n s  a r e  c o n t r o l l e d  by a h i g h  l e v e l  
programming l a n g u a g e .  The run t i m e  s y s t e m  i s  c a p a b l e  t o  
e n t e r  i n t o  d i a l o g s  w i t h  t h e  programmer and p r o v i d e s  b r e a k  
i n  and t r a c e  c o n c e p t s .
At t h e  p r e s e n t  t i m e  we i m p le m e n t  th e  t i m e  v a r y i n g  c a s e ;  i . e .  
t h e  d y n a m ic ,  t i m e - d e p e n d e n t  sw a p in g  o f  t h e  t r a n s i t i o n  t a b l e s .  
M o r e o v e r ,  we a r e  i n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  p h a s e  o f  a h i g h e r  c e l l u ­
l a r  programming l a n g u a g e  w h i c h ,  r o u g h l y  s p e a k i n g ,  a l l o w s  t h e  
a l g o r i t h m i c  g e n e r a t i o n  o f  c o n f i g u r a t i o n s .
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AN EXPERIMENTAL LANGUAGE ARCHITECTURE
*
DESIGN AND IMPLEMENTATION
G á b o r  SIMOR
I n s t i t u t e  f o r  C o o r d i n a t i o n  o f  C o m p u t e r  T e c h n i q u e s  
B u d a p e s t ,  H u n g a r y
ABSTRACT
The s u b j e c t  o f  t h e  p a p e r  i s  an  e x p e r i m e n t a l  l a n g u a g e  a r ­
c h i t e c t u r e ,  w h i c h  i s  a im e d  a t  o p t i m i z e d  m a c h i n e  c o d e  s i z e  a n d  
e x e c u t i o n  t i m e  f o r  p r o g r a m s  w r i t t e n  i n  COBOL. D u r i n g  d e s i g n  
a n d  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h i s  a r c h i t e c t u r e  many p r o g r a m m i n g  t o o l s  
-  g e n e r a l l y  a p p l i c a b l e  i n  h i g h - l e v e l  l a n g u a g e  a r c h i t e c t u r e  d e ­
v e l o p m e n t s  -  w i l l  bo  u s e d  f o r  e v a l u a t i o n  a n d  r e a l i z a t i o n  o f  d i f ­
f e r e n t  a l t e r n a t i v e  s o l u t i o n s .  " O n e - t o - o n e  c o r r e s p o n d e n c e  p r o p ­
e r t y " ,  l o c a l i t y - b a s e d  f i e l d  s i z e  m i n i m i z a t i o n ,  f r e q u e n c y - b a s e d  
e n c o d i n g  a r e  u s e d  a s  o p t i m i z a t i o n  m e t h o d s .  M ost  o f  t h e s e  o p t i ­
m i z a t i o n  m e a s u r e s  p r o m o t e  a u t o n o m o u s  p h a s e  p r o c e s s o r s  t o  b e  
r e l e v a n t  f o r  o v e r l a p p e d  i n s t r u c t i o n  e x e c u t i o n ,  w h i l e  t h e  p r i c e /  
p e r f o r m a n c e  r a t i o  a l s o  d e p e n d s  on t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  a c t u a l  
o p e r a t i o n s  i n c l u d e d  i n  t h e  i n s t r u c t i o n s .  D i f f e r e n t  i n s t r u c t i o n  
f o r m a t s  an d  r e p r e s e n t a t i o n  c o d e s  a r e  p r o p o s e d  t o  b e  e v a l u a t e d  
a n d  i m p l e m e n t e d  by  p ro g r a m m e d  t o o l s  w h i c h  t r a n s f o r m  t h e  f o r m a l  
d e s c r i p t i o n  i n t o  e n c o d i n g  a n d  d e c o d i n g  m o d u l e s ,  FPLA p r o g r a m s .  
D e v e l o p m e n t  f l e x i b i l i t y  i s  p r o m o t e d  by  u s i n g  t h e  a b s t r a c t  d a t a  
t y p e  c o n c e p t  when s t r u c t u r i n g  t h e  m a c h i n e  l a n g u a g e  i n t e r p r e t e r  
p r o g r a m .  A t e c h n o l o g i c a l  l a n g u a g e  i s  u s e d  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  
o f  t h e  i n t e r p r e t e r  t o  b e  i m p l e m e n t e d  by  h a r d w a r e  f i r m w a r e  
t o o l s ,  a p p l y i n g  m o re  l e v e l s  o f  i n t e r p r e t a t i o n .
This work has been sponsored by the S ta te  O ff ice  of Technical
Development
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1 .  INTRODUCTION
1 . 1  M a c h in e  L an gu age  O p t i m i z a t i o n  M ethods
The e x t e n s i v e  u s e  o f  m ic r o p r o g ra m m in g  t e c h n i c s  f o r  
i m p l e m e n t a t i o n  o f  m a c h in e  a r c h i t e c t u r e s  and t h e  demand on d e d ­
i c a t e d  l a n g u a g e  p r o c e s s o r s  i n  d i s t r i b u t e d  s y s t e m s  h a s  prom oted  
numerous  r e s e a r c h  works  w h i c h  a r e  a im ed  a t  t h e  e l a b o r a t i o n  o f  
a m e t h o d o l o g y  f o r  d e f i n i n g  o p t i m a l  " e x e c u t i o n - o r i e n t e d " *  i n ­
s t r u c t i o n  s e t s  / p r o v i d i n g  m in im a l  m a c h in e  c o d e - s i z e  and e x e c u ­
t i o n  t im e  f o r  program s  w r i t t e n  i n  a h i g h - l e v e l  l a n g u a g e : [ 1 ] ,
[ 2 ] .  These  m e t h o d s  p r o p o s e  "1: c o r r e s p o n d e n c e "  b e t w e e n  o p e r a ­
t i o n s ,  d a t a  o b j e c t s  o f  t h e  s o u r c e  l a n g u a g e  and t h o s e  o f  t h e  
m a c h in e  l a n g u a g e ;  l o c a l i t y - b a s e d  m i n i m i z a t i o n  o f  i n s t r u c t i o n  
f i e l d  s i z e s  [ 1 ] ;  f r e q u e n c y - b a s e d  c o m p a c t  e n c o d i n g  [ 2 1 .
1 . 2  F l e x i b i l i t y  o f  t h e  D e v e lo p m e n t  P r o c e s s
U s i n g  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  d e s i g n  m e t h o d s ,  v a r i o u s  
c o n c r e t e  i n s t r u c t i o n  s e t s  may be  d e f i n e d  and v a r i o u s  i m p l e ­
m e n t a t i o n  s o l u t i o n s  may b e  a p p l i e d .  For  t h e  f i n a l  d e s i g n  d e c i ­
s i o n ,  t h e  t r a d e - o f f  b e t w e e n  s e v e r a l  e n v i r o n m e n t  c h a r a c t e r i s t i c s  
s h o u l d  be i n v e s t i g a t e d  t a k i n g  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  c o m p l e x ­
i t y  o f  o p e r a t i o n s  and o t h e r  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s o u r c e  l a n g u a g e ,  
t h e  u s a g e  s t a t i s t i c s  o f  v a r i o u s  l a n g u a g e  e l e m e n t s ,  t h e  c o s t  o f  
c e r t a i n  m i c r o a r c h i t e c t u r e  f e a t u r e s  / e . g .  s e e  C h a p t . 3 f o r  t h e  
d i s c u s s i o n  o f  t h e  r e l e v a n c e  o f  a u to n o m o u s  p h a s e  p r o c e s s o r s  
f o r  o v e r l a p p e d  i n s t r u c t i o n  e x e c u t i o n ,  o r  C h a p t .  2 f o r  t h e  
i l l u s t r a t i o n  o f  a p o s s i b l e  u s e  o f  h i g h - s p e e d  l o c a l  s t o r e s  f o r  
" l o c a l i t y  d e s c r i p t i o n s " / .  T h e r e f o r e ,  s i m u l a t o r s  a r e  n e e d e d  f o r  
t h e  e v a l u a t i o n  o f  d i f f e r e n t  a l t e r n a t i v e  a r c h i t e c t u r e s .  The 
g r o w i n g  number o f  v a r i o u s  p r o b l e m - o r i e n t e d  h i g h - l e v e l  la n g u a g e s  
-  n e e d i n g  a r c h i t e c t u r a l  s u p p o r t  -  and t h e  g r e a t  v a r i e t y  o f  a l -
* A rc h i te c tu re  su p p o r t  c o n s id e ra t io n s  fo r  the  program development and 
com pila tion  p ro c e s s  a re  not d iscu ssed  in  t h i s  paper
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t e r n a t i v e  a r c h i t e c t u r e s  t o  be e v a l u a t e d *  demand, t h a t  s i m ­
u l a t o r s  s h o u l d  be  c r e a t e d  and m o d i f i e d  i n  a v e r y  f l e x i b l e  w ay .  
On t h e  o t h e r  h a n d ,  i t  i s  d e s i r e a b l e  t o  a v o i d  d o u b l e  c o d i n g  o f  
t h e  i n s t r u c t i o n  s e t  i n t e r p r e t e r  / o n c e  f o r  t h e  s i m u l a t i o n  and 
a g a i n  f o r  t h e  i m p l e m e n t a t i o n / . T h e r e f o r e  t h e  s i m u l a t o r  h a s  t o  
be u s e d  a s  a " d e v e l o p m e n t - i n t e r p r e t e r " ,  w h ic h  i n i t i a l l y  s e r v e s  
f o r  t h e  v e r i f i c a t i o n  and e v a l u a t i o n  o f  t h e  i n s t r u c t i o n  s e t ,  i t  
i s  a l s o  t h e  o b j e c t  o f  a s u b s e q u e n t  p e r f o r m a n c e  t u n i n g  f o r  t h e  
s e l e c t i o n  o f  t h e  i n t e r p r e t e r  m o d u le s  t o  be  im p le m e n t e d  d i r e c t ­
l y  by HW-FW means o r  t o  be  e x e c u t e d  p a r a l l e l l y ,  and f i n a l l y  
t h e  w h o le  s i m u l a t o r  i s  t u r n e d  i n t o  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  u s i n g  
p o w e r f u l  t r a n s l a t o r s ,  program t o o l s  f o r  g e n e r a t i n g  and s y n t h e -  
t i z i n g .  T h i s  a p p r o a c h  a l s o  p r o m o t e s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s t a n d ­
a rd  i m p l e m e n t a t i o n  e l e m e n t s  t o  d i f f e r e n t  s o u r c e  l a n g u a g e s  and  
a r c h i t e c t u r e  s o l u t i o n s .
I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  a b o v e  d e s c r i b e d  r e q u i r e m e n t s ,  n u ­
m e r o u s  r e s e a r c h e s  h a v e  a l s o  b e e n  c a r r i e d  o u t :  f o r m a l  a r c h i t e c ­
t u r e  d e s c r i p t i o n s  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  g e n e r a t i n g  e v a l u a t o r - s i m ­
u l a t o r s  [ 3 ] ,  m i c r o p r o g r a m  s e q u e n c e s  [ 4 ] ,  a n d  e v e n  f o r  t h e  
s y n t h e s i s  o f  h a r d w a r e  l o g i c a l  d e s i g n  [ 5 ] .
1 . 3  An E x p e r i m e n t a l  P r o j e c t
In o u r  e x p e r i m e n t a l  l a n g u a g e  a r c h i t e c t u r e  p r o j e c t  we 
i n t e n d e d  t o  a p p l y  a d e v e l o p m e n t  m e t h o d o l o g y  w i t h  t h e  aim o f  
b o t h ,  p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d  r e s e a r c h  d i r e c t i o n s  / i . e .  m ach in e  
l a n g u a g e  o p t i m i z a t i o n  m eth ods  and d e v e l o p m e n t  f l e x i b i l i t y / .
The s t e p s  o f  t h i s  k i n d  o f  d e v e l o p m e n t  p r o c e s s  a r e  i l l u s t r a t e d  
i n  F i g . l  and d i s c u s s e d  i n  c e r t a i n  p e r s p e c t i v e s  i n  t h e  f o l l o w ­
i n g  c h a p t e r s .
1 . 3 . 1  A C O B O L -O r ie n te d  M a c h i n e  L a n g u a g e  f o r  E x p e r i m e n t a l  
P u r p o s e s
Works d e sc r ib ed  in  [1] ,  [2] have p o in ted  out ,  t h a t  an a p p ro p r ia te  machine 
language may in c re a se  the  main e f f i c i e n c y  param eters  by a f a c t o r  of 3-Î5.
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A COBOL s u b s e t  h a s  b e e n  c h o s e n  a s  t h e  s o u r c e  h i g h -  
- l e v e l  l a n g u a g e  t o  b e  s u p p o r t e d  i n  a f i r s t  e x p e r i m e n t ,  f i r s t  o f  
a l l  f o r  i t s  s i m p l i c i t y  and w i d e - s p r e a d  u s e .  The a r c h i t e c t u r e  
l e v e l e  d a t a  s t r u c t u r e s  and an i n s t r u c t i o n  s e t  s k e l e t o n  h a s  b een  
s p e c i f i e d  f o r  t h e  COBOL m a c h i n e ,  a p p l y i n g  t h e  " C an on ic  I n t e r ­
p r e t a t i o n  Form" d e f i n i t i o n  r u l e s  [ 1 ] .  The p r o p o s e d  a r c h i t e c t u r e  
h a s  e x p l i c i t  a c c e s s  t o  t h e  t a b l e s  f o r  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  d a t a  
o b j e c t s ,  p a r a g r a p h s ,  a d d r e s s e s ;  c o n t a i n s  s t a c k s  f o r  t h e  e x p r e s ­
s i o n  e v a l u a t i o n  and f o r  t h e  n e s t e d  p a r a g r a p h  c a l l s ;  p e r f o r m s  
dynam ic  / l o c a l i t y - d e p e n d e n t /  i n s t r u c t i o n  f i e l d  s e l e c t i o n  and  
d e c o d i n g  f u n c t i o n s .  More d e t a i l s  a r e  p r e s e n t e d  i n  C h a p t . 2 .
1 . 3 . 2  D e v e l o p m e n t  T o o l s
A t  t h e  " d e v e l o p m e n t - i n t e r p r e t e r "  c r e a t i o n  t h e  f l e x ­
i b i l i t y  and t h e  a u t o m a t i o n  o f  t h e  d e v e l o p m e n t  a r e  p r o m o ted  in  
t h e  f o l l o w i n g  w a y s :
a .  , The i n t e r p r e t e r  h a s  b e e n  m o d u l a r i z e d  by t h e  a b s t r a c t  d a t a  
t y p e  c o n c e p t ,  t h e r e f o r e  g e n e r a l l y  a p p l i c a b l e  o p t i m i z e d  a r c h i ­
t e c t u r e  c o m p o n e n t  t y p e s  a r e  b e i n g  d e f i n e d  f o r  v a r i o u s  t a r g e t  
l a n g u a g e s  and i m p l e m e n t a t i o n  e n v i r o n m e n t s  / s e e  4 . 1 / ;
b .  , C e r t a i n  m o d u l e s  /w h i c h  a r e  t o  b e  f r e q u e n t l y  r e p l a c e d  d u r i n g  
t h e  d e v e l o p m e n t :  e . g .  f o r m a t - i n t e r p r e t a t i o n ,  r e p r e s e n t a t i o n - d e ­
c o d i n g /  a r e  i n t e n d e d  t o  be  g e n e r a t e d  / b o t h  f o r  s i m u l a t i o n  and 
HW-FW i m p l e m e n t a t i o n  p u r p o s e s /  from a f o r m a l ,  n o n - p r o c e d u r a l  
s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s ,  e a s i l y  e x e c u t a b l e  by l o g i c a l  
a r r a y s  / s e e  4 . 2 / ;
c .  , A p r o c e d u r e - o r i e n t e d  l a n g u a g e  /CDL2/ i s  u s e d  -  a s  a "Tech­
n o l o g i c a l  H i g h - L e v e l  Language" f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  i n ­
t e r p r e t e r  / s e e  C h a p t . 5 / .  H ence:
-  an e f f i c i e n t  programming t e c h n o l o g y  may b e  a p p l i e d ;
-  t h e  p r e v a i l i n g  p a r t  o f  t h e  CDL2 c o d e  o f  t h e  i n t e r p r e t e r  
may be  u s e d  a l s o  f o r  t h e  g e n e r a t i o n  o f  an i m p l e m e n t a t i o n  
w i t h o u t  s i g n i f i c a n t  p e r f o r m a n c e  l o s s e s ,  b e c a u s e  o f  t h e  
f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e  CDL2:
-  t h e  l a n g u a g e  i t s e l f  may be  d i r e c t l y  i n t e r p r e t e d  i n  a
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r e l a t i v e l y  s i m p l e  way /d e m a n d in g  l i m i t e d  m ic r o p r o g r a m  
s t o r a g e  c a p a c i t y / ;
-  i t  p r o v i d e s  e f f i c i e n t  p e r f o r m a n c e  t u n i n g  p o s s i b i l i t i e s ,  
and t h e  " p e r f o r m a n c e - c r i t i c a l "  f u n c t i o n s  may be  e a s i l y  
s u b s t i t u t e d  by m ic r o p r o g r a m  s e q u e n c e s ;
d . ,  The f u n c t i o n  d i s t r i b u t i o n  among t h e  p h a s e  p r o c e s s o r s  was 
t h e  b a s e  f o r  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  i n t e r p r e t e r  / s e e  C h a p t . 3 / ,  
t h e r e f o r e  :
-  t h e  l o a d - b a l a n c e  o f  t h e  p h a se  p r o c e s s o r s  may be  p r e v i o u s ­
l y  e s t i m a t e d ;
-  t h e  c o m m u n ic a t io n  p r o c e d u r e s  b e t w e e n  t h e  p h a s e  p r o c e s s o r s  
may be  e x p e r i m e n t a l l y  v e r i f i e d .
2 .  OPTIMAL INSTRUCTION SET DESIGN
A d e s i g n  m e t h o d o l o g y  -  c a l l e d  " C a n o n ic  I n t e r p r e t a t i o n  
Form" /G IF /  -  h a s  b e e n  p u b l i s h e d  i n  [ 1 ]  b a s e d  upon a c r i t e r i a  
s e t ,  i n d e p e n d e n t  o f  l a n g u a g e  u s a g e  s t a t i s t i c s  and hardw are  im­
p l e m e n t a t i o n  / P h a s e  5 i n  F i g . l / .  I n s t r u c t i o n  s e t s  d e s i g n e d  i n  
t h i s  way may be c h a r a c t e r i z e d  by t h e  "1 : 1  p r o p e r t y "  and " l o c a l ­
i t y - b a s e d "  f i e l d  s i z e  m i n i m i z a t i o n .
A p p l i c a t i o n  o f  " 1 :1  p r o p e r t y "  o f  t h e  CIF i n  o u r  COBOL 
a r c h i t e c t u r e  may be  i l l u s t r a t e d  by t h e  COBOL s o u r c e  s t a t e m e n t  
PERFORM THRU UNTIL, i m p le m e n t e d  in  a s i n g l e  CIF m a ch in e  i n ­
s t r u c t i o n :  PTU / s e e  F i g . 2 . a / .  E x e c u t i n g  t h i s  i n s t r u c t i o n  t h e  
p a r a g r a p h  / a  p r o c e d u r e  w i t h o u t  e x p l i c i t  p a r a m e t e r s /  p^ w i l l  b e  
c a l l e d ,  and t h e  s u b s e q u e n t  p a r a g r a p h s  p e r f o r m e d  up t o  t h e  p a r a ­
graph p 2 . A f t e r  t h e  e x e c u t i o n  o f  t h e  p a r a g r a p h  p 2 c o n t r o l  i s  
r e t u r n e d  t o  t h e  c a l l i n g  p a r a g r a p h  and t h i s  c y c l e  i s  r e p e a t e d  
d e p e n d i n g  on t h e  l o g i c a l  e x p r e s s i o n  e v a l u a t i o n  p e r f o r m e d  by t h e  
c o d e  s e q u e n c e  b e t w e e n  "addr" and t h e  PTU i n s t r u c t i o n .  The t o p  
e l e m e n t  o f  t h e  p a r a g r a p h  s t a c k  i d e n t i f i e s  t h e  c u r r e n t l y  e x e -
* The CIF  was o r i g i n a l l y  a p p l i e d  i n  a FORTRAN e m u l a t i o n  r e s e a r c h
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c u t e d  p a r a g r a p h ,  t h e  e l e m e n t  u n d e r  t h e  t o p  i d e n t i f i e s  t h e  l a s t  
s a v e d  p a r a g r a p h  / p ^ / ,  t h e  l a s t  p a r a g r a p h  t o  b e  s u b s e q u e n t l y  
p e r f o r m e d  / p ^ / ,  t h e  s a v e d  a d d r e s s  i n  p a r a g r a p h  p^ / a d d r ^ / ,  and  
t h e  number o f  PERFORM e x e c u t i o n s  /N /  f o r  t h e  c a s e  o f  t h e  TIMES 
o p t i o n  i n  t h e  s o u r c e  PERFORM s t a t e m e n t .  The i m p l e m e n t a t i o n  o f  
s o u r c e  o p e r a t i o n s  w i t h  s i m i l a r  c o m p l e x i t y  w o u ld  demand 5-r2o 
m achin e  i n s t r u c t i o n s  on  a c o n v e n t i o n a l ,  g e n e r a l - p u r p o s e  a r c h i ­
t e c t u r e  .
The " 1 : 1  p r o p e r t y "  p e r t a i n s  n o t  o n l y  t o  t h e  r e l a t i o n  
b e tw e e n  t h e  number o f  o p e r a t i o n s  i n  a s o u r c e  s t a t e m e n t  and t h e  
number o f  c o r r e s p o n d i n g  m a c h in e  i n s t r u c t i o n s ,  b u t  a l s o  t o  t h e  
r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  number o f  d a t a  o b j e c t s  t o  b e  d i s t i n ­
g u i s h e d  i n  a s o u r c e  s t a t e m e n t  and t h e  number o f  o p e r a n d  f i e l d s  
i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m a c h i n e  i n s t r u c t i o n s  / s e e  F i g . 2 . b / .  For  
t h i s  p u r p o s e  a d d i t i o n a l  f o r m a t  f i e l d s  a r e  u s e d  i n  t h e  m a ch in e  
i n s t r u c t i o n s  / e . g .  F2 д_> F 2 5 / '  d e f i n e  t h e  r o l e  o f  t h e
o p e r a n d  f i e l d s .  Format c o d e s  / e . g .  F2 F2 1 2 / may a l s o  be  
u s e d  f o r  t h e  s e l e c t i o n  o f  i m p l i c i t  o p e r a n d s  from  one  o f  t h e  
two t o p  e l e m e n t s  /"T" and "U"/ o f  t h e  e x p r e s s i o n  s t a c k .  A l ­
th o u g h  i n  t h e  c a s e  o f  s o u r c e  s t a t e m e n t s  w i t h  more s o p h i s t i ­
c a t e d  s y n t a x  / e . g .  F i g . 2 . с / ,  k e e p i n g  " 1 : 1  p r o p e r t y "  would  s u p ­
p o s e  more c o m p l e x ,  s y n t a x - o r i e n t e d  f o r m a t s  t o  b e  u s e d  / t h a n  
a p p l i e d  i n  [ 1 ] /  . The " 1 : 1  p r o p e r t y "  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d a t a  
o b j e c t s  a l s o  means t h a t  o p e r a n d s  i n  t h e  same m a c h i n e  i n s t r u c ­
t i o n  may h a v e  d i f f e r e n t  d e s c r i p t i o n s  / e . g .  d i f f e r e n t  p o s i t i o n s  
o f  t h e  d e c i m a l  p o i n t / , t h e  c o n v e r s i o n  f u n c t i o n s  r e q u i r e d  w i l l  
b e  i n c l u d e d  i n  t h e  e x e c u t i o n  o f  t h e  same i n s t r u c t i o n ,  t o o .
S o l u t i o n  f o r  t h e  ’l o c a l i t y - b a s e d "  f i e l d  s i z e  m i n i m i z a t i o n  
i s  a l s o  i l l u s t r a t e d  i n  F i g . 2 .  Operand f i e l d s  w i l l  n o t  i d e n t i f y  
i m m e d i a t e l y  t h e  op eran d  a d d r e s s  i n  t h e  main memory, b u t  m e r e l y  
c o n t a i n  t h e  s e q u e n c e  number o f  t h e  o b j e c t  d e s c r i p t i o n  i n s i d e  
t h e  a c t u a l  p r o g r a m  l o c a l i t y  / t h e  c u r r e n t  p a r a g r a p h / .  The o r i g -
*  Г Пa more  d e t a i l e d  a n a l y s i s  s e e  i n  [ 6 \ .
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i n a l  c o n c e p t  i n  [ 1 ] -  a im ed  o n l y  a t  t h e  m i n i m i z a t i o n  o f  d a t a  
r e f e r e n c e  f i e l d  s i z e s  -  h a s  b e e n  e x t e n d e d  f o r  t h e  c a s e  o f  many-  
- s o r t e d  o p e r a n d  d e c o d i n g ,  when d i f f e r e n t  d e s c r i p t i o n s  a r e  p r o ­
v i d e d  f o r  d a t a  o b j e c t s  /D D T / ,  a d d r e s s  p o i n t e r  o b j e c t s  /1РАТ/  
and p a r a g r a p h  o b j e c t s  / PDT/ . P a r a g r a p h  d e s c r i p t i o n s  a r e  v a l i d  
f o r  t h e  w h o l e  program ,  a d d r e s s  p o i n t e r s  o n l y  i n s i d e  a p aragrap h ,  
d a t a  o b j e c t s  may be  l o c a l  o r  g l o b a l  and d i s t i n g u i s h e d  by t h e  
o p e r a n d  f i e l d  c o d e  i t s e l f  / n a m e l y  by i t s  f i r s t  b i t / .  On t h e  
o t h e r  hand i n  [ 1 ] o p e r a t i o n s  w ere  a l s o  c o d e d  i n  f i e l d s  w i t h  
" l o c a l i t y  d e p e n d e n t " ,  m i n i m i z e d  s i z e ;  i n  o u r  a r c h i t e c t u r e  t h i s  
s o l u t i o n  h a s  b e e n  o m i t t e d  due t o  t h e  r e l a t i v e l y  s m a l l  number 
o f  d i f f e r e n t  o p e r a t i o n s  i n  COBOL.
A " f r e q u e n c y - b a s e d "  e n c o d i n g  m eth od  h a s  b een  p u b l i s h e d  i n  
[ 2 ]  / s e e  F i g . 5 . a and P h a se  7 i n  F i g . l / .  A p p l y i n g  t h i s  method we 
c o n s i d e r  t h a t  e . g .  s t a t e m e n t s  I F ,  GOTO, MOVE make up s t a t i c a l l y  
more t h a n  6 o% o f  a l l  s t a t e m e n t s  [ 7 ] ,  t h e r e f o r e  q u i t e  s h o r t  b i t  
p a t t e r n s  a r e  u s e d  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o p e r a t i o n  c o d e s  i n  ma­
c h i n e  i n s t r u c t i o n s .  C e r t a i n  o p e r a n d s ,  e . g .  "ZERO" and "SPACE" 
f i g u r a t i v e  c o n s t a n t s ,  n u m e r ic  l i t e r a l  " 1 ", t h e  m o s t  f r e q u e n t l y  
r e f e r r e d  p a r a g r a p h s  / e . g .  t h o s e  f o r  e r r o r  m e s s a g e  o u t p u t /  and  
v a r i a b l e s  f o r  a g i v e n  p a r a g r a p h ,  h ave  a l s o  a r e l a t i v e  h i g h  f r e ­
q u e n c y ,  s o  an " i n t e g r a t e d "  e n c o d i n g  m e th o d  [ 2 ] i s  e x p e d i e n t  t o  
be u s e d  f o r  them w i t h o u t  e x p l i c i t l y  s e p a r a t e d  o p e r a n d  and o p e r ­
a t i o n  a n d / o r  fo r m a t  f i e l d s  i n  t h e s e  c a s e s .
3 .  PHASE PROCESSORS FOR OVERLAPPED INSTRUCTION EXECUTION
The CIF a p p r o a c h  [ 1 ]  i s  d i r e c t e d  by " a b s o l u t e "  o p t i m a l i t y  
c r i t e r i a  / m i n im a l  l e n g t h  o f  m a ch in e  c o d e ,  m in im a l  number o f  
main memory r e f e r e n c e s  d u r i n g  t h e  e x e c u t i o n /  s u p p o s i n g  " i d e a l "  
h a r d w a r e  i m p l e m e n t a t i o n  e n v i r o n m e n t  / e . g .  l a r g e  c a p a c i t y  o f  
l o c a l  s t o r a g e  w i t h  h i g h - s p e e d  a c c e s s ,  i d e a l l y  e f f i c i e n t  " f i e l d -  
- e x t r a c t i n g "  c a p a b i l i t i e s / .  In r e a l  c a s e s  c o m p r o m is e s  a re  
c h o s e n ,  b o t h ,  i n  t h e  d e s i g n  o f  t h e  i n s t r u c t i o n  s e t  and i n  t h a t  
one  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  s t r u c t u r e .  The v a r i a b l e  i n s t r u c t i o n  
and i n s t r u c t i o n  f i e l d  s i z e s ,  t h e  i n d i r e c t  a c c e s s e s  t o  t h e  o p e r -
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and o b j e c t s  i n  t h e  p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d  i n s t r u c t i o n  s e t  demand  
a more s o p h i s t i c a t e d  i n s t r u c t i o n  f e t c h i n g ,  d e c o d i n g  and o p e r a n d  
s e l e c t i o n  f u n c t i o n s  d u r i n g  i t s  i n t e r p r e t a t i o n .  T h e se  two k i n d s  
o f  f u n c t i o n s  a r e  i n c l u d e d  i n  t h o s e  i n s t r u c t i o n  e x e c u t i o n  
p h a s e s  w h i c h  a re  o f t e n  o v e r l a p p e d  w i t h  e a c h  o t h e r  and a l s o  
w i t h  t h e  a c t u a l  o p e r a t i o n  e x e c u t i o n  p h a s e ,  e v e n  i n  t h e  c a s e  o f  
c o n v e n t i o n a l ,  g e n e r a l - p u r p o s e  a r c h i t e c t u r e s .  R e a l i z i n g  t h e  
" 1:1  p r o p e r t y "  o f  CIF m eans  t h a t  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  f u n c ­
t i o n s  o f  t h e  e x e c u t i o n  a l s o  i n c r e a s e s ,  t h e r e f o r e  e x t e n s i o n s  i n  
t h e  p r e v i o u s  two p h a s e s  may be  " c o v e r e d "  i n  t i m e .  F u r t h e r m o r e ,  
t h e  l a r g e r  t h e  c o m p l e x i t y  i s  f o r  a l l  p h a s e s ,  t h e  more e f f i ­
c i e n t l y  d i s t i n c t  a u t o n o m o u s  p r o c e s s o r s  can b e  u s e d  f o r  t h e s e  
p h a s e s  p a r a l l e l l y  w o r k i n g  e i t h e r  on b o t h  o f  t h e  m i c r o i n s t r u c ­
t i o n  l e v e l  and m ach in e  i n s t r u c t i o n  l e v e l  i n  s y n c h r o n o u s  s y s ­
tems / e . g .  EMMY [ 1 ] ,  o r  UNIVAC И 0 0 / 8 0 / ,  o r  on t h e  m ach in e  i n ­
s t r u c t i o n  l e v e l  i n  a s y n c h r o n o u s  s y s t e m s  / e . g .  FCPU [ 8 ] ,
COMBAT [ 9 ] .  The l a t t e r  s o l u t i o n  may p r o v i d e  a b e t t e r  l o a d - b a l ­
an ce  b e t w e e n  t h e  p h a s e  p r o c e s s o r s  b u t  i s  more e x p e n s i v e  due t o  
t h e  s y n c h r o n i z a t i o n  t o o l s .
The r e l e v a n c e  o f  t h e  p h a s e  p r o c e s s o r s  i s  i l l u s t r a t e d  i n  
F i g . 3 .  In  t h e  c a s e  o f  l o w  o p e r a t i o n  c o m p l e x i t y ,  t h e  r e l a t i v e l y  
s o p h i s t i c a t e d  i n s t r u c t i o n  d e c o d i n g  and o p e r a n d  s e l e c t i o n  f u n c ­
t i o n s  i n c r e a s e  e x e c u t i o n  t i m e .  In t h e  c a s e  o f  h i g h e r  o p e r a t i o n ,  
c o m p l e x i t y  o p t i m i z a t i o n s  i n  t h e  p r e v i o u s  two p h a s e s  have  l e s s  
s i g n i f i c a n c e .  A f i n a l  d e s i g n  d e c i s i o n  on t h e  a p p l i c a t i o n  o f  
p h a se  p r o c e s s o r s  has  t o  b e  b a s e d  upon s i m u l a t i o n  m e a s u r e m e n t s .  
In o r d e r  t o  e n a b l e  t h e  COBOL a r c h i t e c t u r e  s i m u l a t o r  f o r  t h i s  
e v a l u a t i o n  a n d  th e  p o s s i b l e  i m p l e m e n t a t i o n  on d i s t i n c t  p h a s e  
p r o c e s s o r s ,  i t  i s  s t r u c t u r e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  f u n c t i o n s  o f  t h e  
t h r e e  p h a s e s .  The s t r u c t u r e  o f  t h e  i n t e r p r e t e r  and t h e  " i n t e r -  
-p h a s e "  p r o c e d u r e s  -  w h i c h  form t h e  b a s e  f o r  t h e  c o m m u n ic a t io n  
p r o t o c o l  b e t w e e n  t h e  p h a s e  p r o c e s s o r s  -  a r e  r o u g h l y  i l l u s ­
t r a t e d  i n  F i g . 4 .
A c c o r d i n g  t o  t h i s  s t r u c t u r e  t h e  i n s t r u c t i o n  f e t c h i n g  and  
d e c o d i n g  p r o c e s s o r  s e n d s  t h e  o p e r a t i o n  c o d e  t o  t h e  e x e c u t i o n
A
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p r o c e s s o r  a f t e r  t h e  d e c o d i n g  o f  e a c h  i n s t r u c t i o n .  S i m i l a r l y  
o p e r a n d  names, / w h i c h  a r e  r e l a t i v e  t o  t h e  c u r r e n t  l o c a l i t y /  and  
t h e i r  s o r t  / w h i c h  i s  t h e  b a s e  f o r  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  r e l e v a n t  
o b j e c t  d e s c r i p t i o n  i n f o r m a t i o n /  a r e  s e n t  t o  t h e  o p e r a n d  p r o ­
c e s s o r .  When an i n s t r u c t i o n  f o r  l o c a l i t y  c h a n g e  o c c u r s  / e . g .  a 
PERFORM f o r  a p a r a g r a p h  c a l l / ,  t h e  name o f  t h e  new l o c a l i t y  i s  
p a s s e d  t o  t h e  o p e r a n d  p r o c e s s o r  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  new 
a r e a  / c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  new l o c a l i t y /  i n  t h e  o b j e c t  d e s c r i p ­
t i o n  t a b l e s .  O t h e r w i s e  t h e  i n s t r u c t i o n s  f o r  l o c a l i t y  c h a n g e  a r e  
p e r f o r m e d  by t h e  f i r s t  p h a s e  p r o c e s s o r s  i t s e l f  / c h a n g e  o f  t h e  
l o c a l i t y  d e s c r i p t i o n  i n f o r m a t i o n ,  u p d a t e  o f  t h e  l o c a l i t y  s t a c k ,  
d e f i n i t i o n  o f  a new i n s t r u c t i o n  a d d r e s s  i n  t h e  c o d e  m em ory/ .
In t h e  c a s e  o f  i n s t r u c t i o n s  f o r  c o n d i t i o n a l  l o c a l i t y  c h a n g e ,  
t h e  c h a n g e  i s  p e r f o r m e d  / t h e  p r o b a b l e  a l t e r n a t i v e / .  The c o n d i ­
t i o n a l  b r a n c h e s  / e . g .  ON SIZE ERROR c o n d i t i o n /  i n s i d e  a l o c a l i ­
t y  and t h e  e r r o n e o u s  l o c a l i t y  c h a n g e s  a r e  r e c o g n i z e d  by t h e  
o p e r a t i o n  e x e c u t i o n  p r o c e s s o r .  In t h i s  c a s e  a b r a n c h  command 
i s  s e n t  by t h e  3rd  p r o c e s s o r  t o  t h e  1 s t  o n e .  The 1 s t  p r o c e s s o r  
r e s p o n s e s  by s t o p  commands i n  o r d e r  t o  p r e v e n t  p r o c e s s i n g  o f  
i n f o r m a t i o n  b e i n g  a c t i v e ,  o r  w a i t i n g  i n  t h e  F I F O -q u e u e s  o f  t h e  
two o t h e r  p r o c e s s o r s  / e x c e p t  t h e  s t o r e  o f  t h e  r e s u l t  o f  t h e  
l a s t  s u c c e s s f u l l y  e x e c u t e d  i n s t r u c t i o n / . The c o m m u n ic a t io n  b e ­
t w e e n  t h e  2nd and t h e  3rd  p r o c e s s o r  i s  n e e d e d  f o r  s e n d i n g  d a t a  
d e s c r i p t i o n s  / o r  a c t u a l  v a l u e s  i n  t h e  c a s e  o f  s h o r t  d a t a  
l e n g t h s / .
4 .  CHANGE OF THE IMPLEMENTATION MODULES
4 . 1  M o d u l a r i z a t i o n  by A b s t r a c t  D a ta  Types
D e v e lo p m e n t  f l e x i b i l i t y  h a s  b e e n  prom oted  by u s i n g  t h e  
a b s t r a c t  d a t a  t y p e  c o n c e p t  i n  t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  n o t i o n s ,  
r e a l i z e d  by t h e  m o d u le s  shown i n  F i g . 4 .  H e re ,  a b s t r a c t i o n s  a r e  
u s e d  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  m o d u le s  w i t h  a h i g h e r  d e g r e e  o f  
i n d e p e n d e n c e ,  b o t h ,  on t h e  i m p l e m e n t a t i o n  and on t h e  l a n g u a g e  
p a r t i c u l a r i t i e s .  A d a t a  t y p e  / e . g .  i n s t r u c t i o n ,  f o r m a t ,  q u e u e ,  
s e l e c t o r ,  e t c . /  i s  s p e c i f i e d  by t h e  e f f e c t  o f  t h e  p r o c e d u r e s
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a l l o w e d  f o r  a c c e s s  t o  an o b j e c t  w i t h  g i v e n  t y p e .  F o r  ex a m p le  
t h e  fo r m a t  t y p e  i s  s p e c i f i e d  and i m p l e m e n t e d  by tw o  p r o c e d u r e s  
shown i n  F i g . 5 .  The s p e c i f i e d  p r o c e d u r e s  a r e  im p l e m e n t e d  by 
s u b s e q u e n t ,  a l t e r n a t i v e ,  c y c l i c  o r  r e c u r s i v e  i n v o c a t i o n  o f  
l o w e r  l e v e l  p r o c e d u r e s  / e . g .  p r o c e d u r e s  d e f i n e d  by  Code Memory 
module  f o r  i n s t r u c t i o n  c o d e  f e t c h i n g ,  L o c a l i t y  D e s c r i p t i o n  
module  f o r  o p e r a n d  f i e l d  e x t r a c t i o n s ,  Code R e p r e s e n t a t i o n  mod­
u l e  f o r  d e c o d i n g  fo r m a t  and o p e r a t i o n  f i e l d s / .
4 . 2  A u t o m a t i c  G e n e r a t i o n  o f  C e r t a i n  M odules
As h a s  a l r e a d y  b e e n  m e n t i o n e d ,  t h e  c h o i c e  o f  u s e d  i n ­
s t r u c t i o n  f o r m a t s  and c o d e  r e p r e s e n t a t i o n  h as  a s i g n i f i c a n t  
im p a c t  on t h e  i n s t r u c t i o n  s e t  e f f i c i e n c y ,  and m i g h t  be  f i n a l l y  
j u s t i f i e d  b y  s i m u l a t i o n  m e a s u r e m e n t s ,  o n l y .  T h e r e f o r e ,  a u -  
n i q u e  n o t a t i o n  h a s  t o  be  u s e d  f o r  t h e  fo r m a l  d e f i n i t i o n  o f  t h e  
fo r m a t  and t h e  o p e r a t i o n  c o d e  r e p r e s e n t a t i o n  / F i g . 6 . b /  w hich  
m i g h t  be a p p l i e d  a s  s o u r c e  f o r  t h e  a u t o m a t i c  g e n e r a t i o n  o f  
c o d e  r e p r e s e n t a t i o n  d e c o d i n g  m odule  / f o r  t h e  i n t e r p r e t e r ,
F i g . 6 . с /  and e n c o d i n g  m o d u le  / f o r  t h e  c o d e  g e n e r a t i o n  i n  com­
p i l e r s ,  F i g . 6 . d / .  T h ese  m o d u l e s  -  w r i t t e n  i n  a p r o c e d u r e - o r i ­
e n t e d  h i g h e r  l e v e l  l a n g u a g e ,  s u i t a b l e  f o r  t h e  w e l l  s t r u c t u r e d ,  
p o r t a b l e  program m in g  o f  c o m p i l e r s  and s i m u l a t o r s  -  p r o v i d e  a 
v e r y  low e f f i c i e n c y  / a  d i s t i n c t  p r o c e d u r e  c a l l  s e q u e n c e  f o r  
e a c h  c a s e  i n  t h e  d e c o d i n g  r u l e / .  T h e r e f o r e  t r a n s l a t o r s  a r e  a l ­
s o  r e l e v a n t  f o r  t h e  g e n e r a t i o n  o f  a s s e m b l y  i n s t r u c t i o n  s e ­
q u e n c e s  and e v e n  l o g i c  f o r m u l a s  a s  s y m b o l i c  FPLA p r o g r a m s  
/ F i g . 6 . e /  f o r  t h e  more e f f i c i e n t  l o w e r  l e v e l  i m p l e m e n t a t i o n  
b a s e d  upon t h e  same f o r m a l  s p e c i f i c a t i o n  / P h a s e  l o  i n  F i g . l / .  
S i m i l a r  t o o l s  a r e  r e l e v a n t  a l s o  f o r  f o r m a t  h a n d l i n g .
5 .  USE OF A TECHNOLOGICAL HIGH LEVEL LANGUAGE / THLL/
As i t  h a s  b e e n  shown by  t h e  i l l u s t r a t i o n s  r e f e r r e d  a b o v e ,  
a p r o c e d u r e - o r i e n t e d ,  w e l l - s t r u c t u r e d  h i g h  l e v e l  l a n g u a g e  i s  
s u i t a b l e  f o r  w r i t i n g  t h e  a r c h i t e c t u r e  s i m u l a t o r s .  In  o r d e r  t o
- 1 4 7 -
prom ote  e a s i n e s s  o f  i m p l e m e n t a t i o n  and p o s s i b i l i t i e s  o f  a p p l i ­
c a t i o n  o f  s t a n d a r d  h a r d w a r e - f i r m w a r e  a r c h i t e c t u r e  i m p l e m e n t a ­
t i o n  m o d u l e s ,  i t  w o u ld  be a d v a n t a g e o u s  t o  u s e  t h e  same s im u ­
l a t o r  a l s o  f o r  i m p l e m e n t a t i o n ;  m i n i m i z i n g  i n  t h i s  way t h e  n e e d  
f o r  a l g o r i t h m  r e f o r m u l a t i o n s .  For  t h i s  p u r p o s e  we c a n  make u s e  
o f  t h e  b e l o w - d e s c r i b e d  p r o p e r t i e s  o f  a r e l e v a n t  l a n g u a g e ,  ap­
p l i e d  a s  a THLL t o  l a n g u a g e - o r i e n t e d  a r c h i t e c t u r e  d e v e l o p m e n t .  
We h a v e  d e c i d e d  t o  u s e  t h e  CDL2 l a n g u a g e  [ l o ]  a s  a THLL, s i n c e  
i t  was t h e  o n l y  a v a i l a b l e  one  b e a r i n g  t h e s e  p r o p e r t i e s .
5 . 1  C o m p a c tn e s s  o f  t h e  THLL
The main  d i s a d v a n t a g e  o f  t h e  h i g h e r  l e v e l  l a n g u a g e s
i s  u s u a l l y  t h e  w a s t e  o f  t h e  m ic r o p r o g r a m  s t o r a g e  when t r a n s -
*
l a t i n g  t h e  HLL p ro g ra m s  i n t o  m i c r o c o d e  . The m o s t  o b v i o u s  way 
o f  w r i t i n g  c o m p a c t  program s i s  t h e  i n t e n s i v e  u s e  o f  s u b r o u t i n e s  
/ p r o c e d u r e s / .  In a p r o c e d u r e  o r i e n t e d  l a n g u a g e  l i k e  CDL2, t h e  
o n l y  / b u i l t - i n /  " a v a i l a b l e "  o p e r a t i o n  i s  t h e  p r o c e d u r e  i n v o c a ­
t i o n ,  s o  c o n t r o l  s t r u c t u r e  o f  t h e  l a n g u a g e  i t s e l f  p r o v i d e s  a 
v e r y  co m p a ct  c o d e .  The i m p l e m e n t a t i o n s  o f  CDL2 [ l o ] c o n t a i n  
many o f  a u t o m a t e d  o p t i m i z a t i o n  f a c i l i t i e s  / e l i m i n a t i n g  d u p l i ­
c a t e d  s e q u e n c e s ,  s i m p l i f i e d  t r a n s l a t i o n  o f  n o n r e c u r s i v e  p r o ­
c e d u r e s ,  u s e  o f  " c l o s e d "  p r o c e d u r e  d e f i n i t i o n s  i n s t e a d  o f  open  
o n e s ,  e t c . / .  F u r t h e r m o r e ,  i n s t e a d  o f  t r a n s l a t i o n ,  an i n t e r ­
p r e t a t i o n  o f  t h e  "CIF"-form  o f  t h e  THLL may be  u s e d  -  a t  l e a s t  
f o r  t h e  p r e v a i l i n g  p a r t  o f  t h e  c o d e .
5 . 2  P e r f o r m a n c e  Tuning  P o s s i b i l i t i e s  o f  t h e  THLL
The u s e  o f  THLL i n t e r p r e t a t i o n  i n s t e a d  o f  t r a n s l a t i o n  
c a u s e s  l o s s e s  i n  e x e c u t i o n  t i m e ;  t h e r e f o r e  t h e  " p e r f o r m a n c e -  
- c r i t i c a l "  p a r t s  o f  t h e  t a r g e t  HLL a r c h i t e c t u r e  i n t e r p r e t e r
* r 1Although -  as s t a t e d  in  113J -  the  assembly code genera ted  from CDL 
programs w r i t t e n  by " s k i l f u l "  programmers, do no t exceed th o se  ones, 
o r i g i n a l l y  w r i t t e n  in  assem bler, by more than 2o-3o %.
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s h o u l d  n o t  b e  e x e c u t e d  b y  t h i s  k i n d  o f  " d o u b l e  i n t e r p r e t a t i o n " .  
E x p e r i m e n t a l  m e a s u r e m e n t s  h a v e  s t a t e d  [ 1 3 ]  t h a t  m o re  t h a n  8 0 % 
o f  t h e  e x e c u t i o n  t i m e  i s  s p e n t  b y  r u n n i n g  m e r e l y  3o% o f  t h e  
p r o g r a m  c o d e .  The  h i e r a r c h i c a l  p r o c e d u r e  i n v o c a t i o n  s t r u c t u r e  
o f  t h e  THLL e n a b l e s  / b y  i n c o r p o r a t i n g  f r e q u e n c y  a n d  t i m e  m e a s ­
u r e m e n t s  i n t o  t h e  p r o c e d u r e  i n v o c a t i o n  a n d  r e t u r n  f u n c t i o n s /  a 
v e r y  a c c u r a t e  a n d  e a s y  s e p a r a t i o n  o f  t h e  h e a v i l y  u s e d  p a r t  f rom 
t h e  r e s t  o f  t h e  c o d e .
5 . 3  " O p e n - e n d e d "  L a n g u a g e  a s  a  THLL
The  THLL i t s e l f  d o e s  n o t  c o n t a i n  a c t u a l  o p e r a t i o n s .  At 
t h e  b o t t o m  o f  t h e  p r o c e d u r e  h i e r a r c h y  o f  a  p r o g r a m  s u c h  p r i m i ­
t i v e s  a r e  c a l l e d  w h i c h  a r e  n o t  r e f i n e d  f u r t h e r  by  i n v o c a t i o n  o f  
l o w e r  l e v e l  p r o c e d u r e s ,  b u t  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  p r o g r a m m e r  i n  
t h e  " h o s t "  l a n g u a g e  / i . e .  i n  t h e  m i c r o c o d e ,  i n  t h e  c a s e  o f  m i ­
c r o p r o g r a m m e d  i n t e r p r e t e r s / .  A p r o c e d u r e  i s  d e c i d e d  t o  be  d i ­
r e c t l y  m i c r o p r o g r a m m e d  / o r  h a r d w a r e  i m p l e m e n t e d /  p r i m i t i v e ,  
e i t h e r  i f  i t s  f u n c t i o n  i s  v e r y  c l o s e  t o  t h e  m i c r o a r c h i t e c t u r e ,  
o r  when t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  p e r f o r m a n c e - t u n i n g  a n a l y s i s  q u a l i ­
f i e s  i t  t o  b e  h e a v i l y  u s e d  / e . g .  i n s t r u c t i o n  f o r m a t  d e c o d i n g / .  
T h e  l a t t e r  c a s e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  " t r a d i t i o n a l "  p r o b l e m - o r i ­
e n t e d  i n s t r u c t i o n  s e t  d e s i g n  m e t h o d :  r e p l a c e m e n t  o f  f r e q u e n t  
i n s t r u c t i o n  s e q u e n c e s  b y  o n e  new i n s t r u c t i o n  [1 4 ]  , a l t h o u g h ,
h e r e  i t  i s  s u p p o r t e d  b y  t h e  p r o c e d u r e - o r i e n t e d  s t r u c t u r e  a n d  
t h e  p e r f o r m a n c e  t u n i n g  f a c i l i t i e s  o f  t h e  THLL. T h i s  m e t h o d  i s  
a i m e d  a t  t h e  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  o p t i m a l  p r o p o r t i o n  b e t w e e n  
t r a n s l a t i o n  a n d  l e v e l s  o f  i n t e r p r e t a t i o n  i n  t h e  c a s e  o f  a  m i -  
c r o p r o g r a m m a b l e  m a c h i n e  / F i g . 7 , 8  a n d  [ 1 5 ]  / . A s  t h e  f u n c t i o n s  
o f  t h e  p r i m i t i v e s  a r e  r e l a t i v e l y  s i m p l e  a n d  i m p l e m e n t a b l e  by  
s h o r t  m i c r o p r o g r a m  s e q u e n c e s ,  t h e  " m a c h i n e  s t a t e  r e s o l u t i o n -  
- b a s e d "  m i c r o p r o g r a m  s y n t h e s i s  m e t h o d s  / [ 4 ] ;  P h a s e  l o  i n  F i g .  
1 / ,  a s s u m i n g  r e l e v a n t  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e s e  f u n c t i o n s ,  s ee m  
t o  b e  o f  p r a c t i c a l  a p p l i c a b i l i t y .
5 . 4  A r c h i t e c t u r a l  S u p p o r t a b i l i t y  o f  t h e  THLL
A THLL may b e  s u p p o r t e d  e f f i c i e n t l y  by  h a r d w a r e - f i r m ­
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w a r e  t o o l s ,  i n  tw o  r e s p e c t s .
A HLL may b e  s u p p o r t e d  e f f i c i e n t l y  i f  " p e r f o r m a n c e - c r i t i ­
c a l "  b u i l t - i n  f u n c t i o n s  a r e  u n a m b i g u o u s l y  d e f i n a b l e .  I n  t h e  
c a s e  o f  t h e  CDL2 t h e  o n l y  f u n c t i o n s  t o  b e  s u p p o r t e d ,  may b e  
c o n n e c t e d  w i t h  t h e  p r o c e d u r e  i n v o c a t i o n :  s a v e  a n d  r e s t o r e  t h e  
a c t u a l  c o n t r o l  p o i n t ,  l o a d  an d  s t o r e  t h e  a c t u a l  p a r a m e t e r s ,  s e ­
l e c t  t h e  c a l l e d  p r o c e d u r e ,  s e t  a n d  r e s t o r e  t h e  p r o c e d u r e  s t a c k  
p o i n t e r ,  e t c .
O p t i m i z a t i o n  m e t h o d s  / d i s c u s s e d  i n  C h a p t .  2 /  a r e  m a i n l y  
b a s e d  upon  s e p a r a b i l i t y  o f  l o c a l i t i e s  i n s i d e  t h e  p r o g r a m  a n d  
t h e r e f o r e  t h e y  may b e  u s e d  e f f i c i e n t l y  f o r  i n t e r p r e t a t i o n  o f  
p r o c e d u r e - o r i e n t e d  l a n g u a g e s  a s  t h e y  p r o v i d e  a s  n a r r o w  l o c a l i ­
t i e s ,  a s  p o s s i b l e  by  p r o c e d u r e s .  F u r t h e r m o r e ,  a d d i t i o n a l  o p t i ­
m i z a t i o n  may b e  y i e l d e d  h e r e  by  m a k i n g  u s e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
o n l y  THLL p r o g r a m  t o  b e  s u p p o r t e d  i s  t h e  i n t e r p r e t e r  o f  t h e  
c a n o n i c  t a r g e t  a r c h i t e c t u r e .  T h u s ,  e . g .  t h e  m i n i m a l  s i z e  o r  i n ­
t e g r a t e d  e n c o d i n g  f o r  p r o c e d u r e  i d e n t i f i e r s ,  g l o b a l l y  a n d  l o ­
c a l l y  v a r i a b l e ,  p a r a m e t e r  i d e n t i f i e r s  may b e  s t r i c t l y  b a s e d  
u p o n  s i m p l e  d e t e r m i n i s t i c  m e a s u r e m e n t  d a t a ,  i n s t e a d  o f  p r o b a ­
b i l i s t i c  o n e s ,  w h i c h  w o u l d  r e q u i r e  l e a v i n g  a l a r g e  t o l e r a n c e ,  
t o o .
6 .  STAGE OF DEVELOPMENT
An i n s t r u c t i o n  s e t  " s k e l e t o n "  h a s  b e e n  s p e c i f i e d  f o r  
COBOL, u s i n g  C I F - r u l e s  / [ 6 ] ,  P h a s e  5 i n  F i g . l / .  T h e  m a c h i n e  
c o d e  s i z e  o f  a  b e n c h m a r k  COBOL p r o g r a m  h a s  b e e n  c o m p a r e d ,  man­
u a l l y  c o d i n g  w i t h  t h e  p r o p o s e d  i n s t r u c t i o n  s e t  a n d  u s i n g  a 
COBOL c o m p i l e r  f o r  t h e  SIEMENS BS 2 o o o  o p e r a t i n g  s y s t e m  / 4 / .
A 1 : 5  p r o p o r t i o n  h a s  b e e n  r e a c h e d  / f o r  t h e  p r o c e d u r e  d i v i s i o n  
o f  t h e  COBOL p r o g r a m  o n l y / .  E l e m e n t a r y  d a t a  s t r u c t u r e s  o f  t h e  
p r o p o s e d  C O B O L - a r c h i t e c t u r e  h a v e  b e e n  s p e c i f i e d  a s  a b s t r a c t  
d a t a  t y p e s ,  u s i n g  t h e  s y n t a x  o f  t h e  ALPHARD l a n g u a g e  [ 1 1 ] .  On 
t h e  b a s e  o f  t h i s  d e s c r i p t i o n ,  a  s i m u l a t o r  h a s  b e e n  w r i t t e n [ 1 6 ]  
f o r  a  s u b s e t  o f  t h e  p r o p o s e d  i n s t r u c t i o n s  i n  a  l o g i c - b a s e d  l a n -
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g u a g e  /PROLOG: [ 1 2 ]  w i t h  a  r e s o l u t i o n - b a s e d  e x e c u t i o n  m e c h a ­
n i s m .  C u r r e n t l y  a  COBOL -  COBOL C IF  c o m p i l e r  / 6 / a n d  a  COBOL 
CIF i s  u n d e r  d e v e l o p m e n t  u s i n g  t h e  CDL2 l a n g u a g e .  A b i t - s l i c e  
m i c r o p r o c e s s o r - b a s e d  i m p l e m e n t a t i o n  i s  p l a n n e d .
The  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  PROLOG l a n g u a g e  h a s  a l s o  b e e n  e x  
p l o r e d  f o r  i n s t r u c t i o n  s e t  d e s i g n  / 5 ,  7 : [ 1 7 ] /  a n d  b e n c h m a r k  
s y n t h e s i s  p u r p o s e s  / 3 ,  [ 1 8 ]  / .
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F i g . 4 C a n o n i c  L a n g u a g e  A r c h i t e c t u r e  S t r u c t u r e
/ s u p p o s i n g  a s y n c h r o n o u s  p h a s e  p r o c e s s o r s /
-S
S
I-
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f o r m a t - d e c o d e  (> c o d e  m e m . a d d r . ,  o p e r a t i o n  c o d e  >) 
f o r m a t - r e a d o ^ e r a n d  ( o p e r a n d > ,  s o r t > , n e x  c o d e  m e m .a d d r > )
-X- *s o r t  v a l u e s  may b e :
-  g l o b a l  d a t a  i t e m  i d e n t i f i e r ;
-  l o c a l  d a t a  i t e m  i d e n t i f i e r ;
-  a d d r e s s  i d e n t i f i e r ;
-  p a r a g r a p h  i d e n t i f i e r ;
-  f i l e  i d e n t i f i e r
n e x t  c o d e  mem. a d d r . :
Has v a l u e  / c o d e  memory  a d d r e s s  f o r  t h e  n e x t  i n s t r u c ­
t i o n  t o  b e  e x e c u t e d /  o n l y  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  l a s t  
o p e r a n d  / a f t e r  w h i c h  t h e  " f o r m a t - d e c o d e "  p r o c e d u r e  
h a s  t o  b e  i n v o l v e d  a g a i n /
n o t a t i o n :  > p a r  -  i n p u t  p a r a m e t e r
p a r >  -  o u t p u t  p a r a m e t e r
* *
i n  t h e  c a s e  o f  t h e  c a n o n i c  COBOL a r c h i t e c t u r e  d i s c u s s e d  
h e r e
F i g . 5 P r o c e d u r e s  S p e c i f y i n g  FORMAT Type
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a .  , E n c o d i n g  E x a m p le
0 3 4 7 8 9 10  11
0 0 X X - I F  T = t r u e  THEN < a d d r >
0 1 X X -► GOTO < p a r a g r .>
1 0 X X - MOVE < v a r  1> TC < v a r  2>
1 1 0 0 -*• f o r m a t  c o d e ADD
1 1 0 1 - * o p c o d e f o r m a t  : A*B-A
1 1 1 0 - f o r m a t  c o d e o p c o d e
1 1 1 1 - p r o c e d u r a l  o r  I / O
o p e r a t i o n  ( i n t e a r a t e d
c o d e  )
b . ,  D e s c r i p t i o n  o f  E n c o d i n g  b y  a  F o r m a l  N o t a t i o n  
C o n s t a n t s  :
Masks: bit01=áC00, bit03=<SF00, bit09*^FPC, bit47=<&0F0,. . . .
P a t t e r n s : i f = 0 ,  go to= l ,  move=2, add=12, f25=13, perform=<£P08, —  
Opcodes: add=l,  sub=2, i f =25, g o t = 2 7 , . . .
Formats : f l l = l ,  f l 2 = 2 , . . . f24=9, f 25=10, . . , f p a ra g r= 2 2 , f a d d r= 2 3 , . . .  
Encoding
л -  b i t 0 1  : ( p a t t - i f  -  i f - c o d e , format -  faddr ;
p a t t - goto  -  go to -c o d e , format  -  fpa ragr ;  
p a t t - move-  move- c o d e , format -  f l l  ) ;
Л mask -  b i t 0 3 :  ( p a t t - add -  add- c o d e , format : л mask b i t4 7
p a t t - f25-  opcode: Amask-b i t 4 7 ,  fo rm at- f25; 
p a t t - form- opcode: Amask-bit811, format:  л mask-bit47 ); 
A mask -  b i t 0 9 : p a t t -p e r fo r m  -perform -code ,  fo r m a t - fp a rag r ;
F i g . 6 F o r m a t  an d  O p e r a t i o n  Code E n c o d i n g  S p e c i f i c a t i o n  
a n d  I m p l e m e n t a t i o n
с .  ' Dscodirig P ro œ d u re  D ec la ra t io n  in  t h e  Code Represen ta t ion  Module o f  a  Canonic Language I n t e r p r e t e r
C o d e r e p r d e c o d e  ( > i n s t r .  code,  format>, opcode>, n e x t f i e I d  >) :  
e x t r a c t  (>i n s t r . c o d e ,  >mask-bit01,  p a t t e m > ) ,
[equal ( > p a t t e m ,  >p a t t . i f  ) , l e t  ( opcode^>if -code),  l e t (  f o r m t > ,> f a d d r ) , l e t ( n e x t f i e ld > ,> tw o )  ; 
equa l  (>p a t t e r n , > p a t t - g o t o ) , l e t ( opcode>, >goto -code) , l e t ( f o r m a t > ,> f  p a r a g r ) ,  l e t (n e x t f i e l d > , >two); 
equa l  ( > p a t t e m ,  >patt -move),  l e t  (cpcode>,> move-code) , l e t  ( fo rm at> ,>f  11) ,  l e t ( n e x t f i e l d >  ,>two) ] ,  
e x t r a c t  ( > i n s  t r .  code,  >mask-bit  03,  p a t t e m > )  ,
[equal (> p a t t e m , > p a t t - a d d ),  le t (cpcode> ,>  add-code),  e x t r a c t ( > i n s t r . c o d e , > m a s k - b i t 4 7 , f o r m a t > , l e t ( n e x t f i e l d > , > e i g h t .
d . , Encoding P rocedure: D é c la ra tio n  in  th e  Code R ep resen ta tio n  Module o f  a  Com piler Code G enera to r
C oderepr.-encode (>form at,>opcode, in s tr .c o d e > , n e x t f i e l d > ) :
equal (>opcode, >if-code), equal(>format,>faddr), and(>maskbit01,>patt-if, instr.code>).let(>nextfield>two); 
equal (>opcode,>goto-code), ....
I
I
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e.) Use of FPLA circuits for decoding format and operation codes
Instruction Code
operation codes and/or 
format codes or 
decoded format* codes
* f o r m a t  d e c o d i n g  f u n c t i o n s  a r e  i n c l u d e d  i n  t h e  " F o r m a t "  m o d u le  
o f  i n t e r p r e t e r  / s e e  F i g . 4 . , 5 /
-6
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F i g .  7 P e r f o r m a n c e  T u n i n g  o f  a  C a n o n i c  I n t e r p r e t e r ,  
W r i t t e n  i n  a  THLL
i/p - interpreter
F i g . 8 M ixed  D o u b le  I n t e r p r e t a t i o n  Scheme 
f o r  a  COBOL-CIF A r c h i t e c t u r e
-T
9
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THE NOTION OF CONSEQUENCE IN MANY­
VALUED LOGIC
by
P e t e r  ALBERT
T e c h n i c a l  U n i v e r s i t y  f o r  H eavy  I n d u s t r y  
M i s k o l c ,  H u n g a r y
P r e l i m i n a r i e s
The  g e n e r a l  t h e o r y  o f  i n f e r e n c e  i n  m a n y - v a l u e d  l o g i c  was  
n o t  e l a b o r a t e d  up  t o  t h e  p r e s e n t .  A c c o r d i n g  t o  c l a s s i c a l  t w o ­
v a l u e d  l o g i c ,  В f o l l o w s  f r o m  A / o r ,  В i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  A / i f  
a n d  o n l y  i f  t h e  t r u t h  o f  A l o g i c a l l y  e x c l u d e s  t h e  f a l s i t y  o f  B. 
U s i n g  0  a n d  1 f o r  t h e  t r u t h  v a l u e s ,  f a l s i t y  a n d  t r u t h ,  r e s p e c ­
t i v e l y ,  a n d  d e n o t i n g  t h e  t r u t h  v a l u e  o f  X b y  " | X | " ,  o n e  c a n  s a y  
t h a t  В f o l l o w s  f r o m  A i f  a n d  o n l y  i f
| a | * | b |
h o l d s  / i n  a l l  i n t e r p r e t a t i o n s / ;  i . e .  i n f e r e n c e  may b e  c o n c e i v e d  
a s  a  m i n o r a t i o n  o f  / t h e  t r u t h  v a l u e  o f /  t h e  c o n c l u s i o n  b y  / t h e  
t r u t h  v a l u e  o f /  t h e  p r e m i s e .
T h i s  a p p r o a c h  may b e  e x t e n d e d  t o  m u l t i - v a l u e d  l o g i c  a s  
w e l l .  I n  t w o - v a l u e d  l o g i c ,  o n l y  t h e  c a s e s  | a | = 1  a r e  i m p o r ­
t a n t  / s i n c e  0 ^ | b | h o l d s  a l w a y s / ;  w h e r e a s  i n  m a n y - v a l u e d  s y s ­
t e m s  t h e  c a s e s  | a | = c w h e r e  c i s  an y  i n t e r m e d i a t e  v a l u e ,  a r e  
t o  b e  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  a s  w e l l .
I n  a  c e r t a i n  s e n s e ,  a  d e d u c t i o n  i n  t h e  c l a s s i c a l  f i r s t -  
o r d e r  c a l c u l u s  may b e  c o n c e i v e d  a s  a  m i n o r a t i o n ,  t o o .  I f  В i s
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d e d u c i b l e  f r o m  t h e  a x i o m s  A . , . . . ,  A , t h e n  I A-.& . . . & A l ^ l B l  
h o l d s  t r i v i a l l y  / s i n c e  A ^ ,  . . . ,  An , В a r e  u n i v e r s a l l y  t r u e  f o r ­
m u l a s / .  H o w e v e r ,  i t  w o u l d  b e  w r o n g  t o  i d e n t i f y  d e d u c i b i l i t y  a n d  
c o n s e q u e n c e .
I n  c l a s s i c a l  p r o p o s i t i o n a l  l o g i c ,  В f o l l o w s  f r o m  / i s  a 
c o n s e q u e n c e  o f  / A i f  a n d  o n l y  i f  "A => B" i s  a  t r u t h - f u n c t i o n a l  
t a u t o l o g y .  T h i s  s e d u c e s  t o  s a y  t h a t  В f o l l o w s  f r o m  A i f  an d  
o n l y  i f  "A B" i s  t r u e .  H o w e v e r ,  t h i s  i s  u n a c c e p t a b l e ,  and  
sh o w s  how m i s l e a d i n g  i t  i s  t o  c a l l  / m a t e r i a l /  i m p l i c a t i o n .
I n  c l a s s i c a l  l o g i c ,  t h e  n o t i o n  o f  c o n s e q u e n c e ,  d e d u c i b i l i ­
t y  and  m a t e r i a l  i m p l i c a t i o n  a r e  c l o s e l y  r e l a t e d .  / T h i s  i s  t h e  
s o u r c e  o f  a  l o t  o f  m i s u n d e r s t a n d i n g s . /  I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  I 
a r g u e  / i n  S e c t i o n s  1 a n d  2 /  t h a t  t h e s e  n o t i o n s  a r e  t o  b e  t r e a t ­
e d  r i g o r o u s l y  s e p a r a t e l y ,  e s p e c i a l l y  i n  m a n y - v a l u e d  l o g i c .
I n  S e c t i o n  3 I  o u t l i n e  a  f o r m a l  s y s t e m  f r a m e  i n c o r p o ­
r a t i n g  t h e  g e n e r a l  t h e o r y  o f  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  f o r  many­
v a l u e d  s y s t e m s  o f  l o g i c .  I t  i s  a  t w o - l e v e l  s y s t e m  w h e r e  t h e  
s e c o n d  l e v e l  i s  t o  b e  i n t e r p r e t e d  a s  t h e  m e t a l o g i c  o f  t h e  f i r s t  
l e v e l .  H e r e  ' t>' / t h e  s i g n  o f  m a t e r i a l  i m p l i c a t i o n /  b e l o n g s  t o  
t h e  f i r s t  l e v e l ;  t h e  s i g n  ' й ' c o n n e c t s  f i r s t - l e v e l  f o r m u l a s ,  
y i e l d i n g  a  s e c o n d - l e v e l  f o r m u l a  w h e r e  "A^B" i s  t o  b e  i n t e r p r e t ­
e d  a s  "B f o l l o w s  f ro m  A ";  a n d  V ' i s  t h e  s i g n  o f  d e d u c i b i l i t y  
b e l o n g i n g  t o  t h e  m e t a l a n g u a g e  o f  o u r  s y s t e m  / i f  a  i s  a  s e c o n d -  
l e v e l  f o r m u l a ,  "на"  m e a n s  t h a t  a  i s  d e d u c i b l e  i n  t h e  f o r m a l  
s y s t e m / .
1 D e d u c t i o n  a n d  I n f e r e n c e
D e d u c t i o n s  / o r  f o r m a l  p r o o f s /  p l a y  a  c e n t r a l  r o l e  i n  t h e  
s o - c a l l e d  s y n t a c t i c o - d e d u c t i v e  / o r  " a x i o m a t i c " /  s y s t e m s  o f  
l o g i c .  I n  s u c h  a  s y s t e m ,  c e r t a i n  f o r m u l a s  a r e  c a l l e d  a x io m s  an d  
a  / f i n i t e  a n d  n o n e m p t y /  s e q u e n c e  o f  f o r m u l a s  i s  s a i d  t o  b e  a 
d e d u c t i o n  / o r  a  f o r m a l  p r o o f /  i f  e a c h  t e r m  o f  t h e  s e q u e n c e  i s  
e i t h e r  a n  a x i o m  o r  f o l l o w s  f r o m  p r e v i o u s  m e m b e rs  b y  a n  e l e m e n -
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t a r y  s y n t a c t i c a l  r u l e  / f i x e d  p r e v i o u s l y / .  A f o r m u l a  A i s  s a i d  
t o  b e  d e d u c i b l e  i f  a n d  o n l y  i f  t h e r e  e x i s t s  a  d e d u c t i o n  t e r ­
m i n a t e d  b y  A. The m e t a s t a t e m e n t  "A i s  d e d u c i b l e "  i s  d e n o t e d  b y  
V A " .  I n  many c a s e s ,  t h e  o n l y  e l e m e n t a r y  r u l e  o f  d e d u c t i o n  i s  
t h e  m odus  p o n e n s  w h i c h  may b e  f o r m u l a t e d  a s  f o l l o w s :
" (l_ A U h  a  ^  B ) —y h В" . T h i s  s e n t e n c e  e x p r e s s e s  a  m e t a s t a t e m e n t  
a b o u t  t h e  c a l c u l u s  a n d ,  h e n c e ,  i t  b e l o n g s  t o  t h e  m e t a l o g i c  o f  
t h e  c a l c u l u s .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  e x p r e s s i o n s
v \ a ' -  *
a r e  s y m b o l s  o f  t h e  m e t a l o g i c .  H e re  ' h '  i s  a  u n a r y  f u n c t o r  
f o r m i n g  a t o m i c  m e t a s t a t e m e n t s  f r o m  f o r m u l a s  o f  t h e  o b j e c t  s y s ­
t e m  w h e r e a s  a n d  ' -»■ ' a r e  b i n a r y  c o n n e c t i v e s  f o r m i n g  com­
p o u n d  s e n t e n c e s  f r o m  s e n t e n c e s  o f  t h e  m e t a l o g i c .
I n  m o s t  c a s e s ,  t h e  m e t a l o g i c  o f  a  c a l c u l u s  i s  n o t  d e f i n e d  
f o r m a l l y .  I n  t h e  c a s e  o f  c l a s s i c a l  c a l c u l i ,  i t  i s  t a c i t l y  p r e ­
s u p p o s e d  t h a t  t h e  l a w s  o f  m e t a l o g i c  a r e  c o n t a i n e d  i n  t h e  l a w s  
o f  t h e  o b j e c t  s y s t e m .  H o w e v e r ,  t h e  d e d u c i b i l i t y  o f  
" (A  & ( A В) ) о  B" o r  "( А к  В ) э с (  В £  A) " i n  a  c a l c u l u s ,  n e e d  
n o t  h a v e  a n y  t h e o r e t i c a l  l i n k  t o  t h e  r u l e  modus  p o n e n s  a n d  t o  
t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  ' a n d '  i n  t h e  m e t a l o g i c ,  r e s p e c t i v e l y .
S u c h  a  t h e o r e t i c a l  l i n k  h o l d s  o n l y  i n  t h e  c l a s s i c a l  s y s t e m s  
w h e r e  t h e  h i e r a r c h y  b e t w e e n  o b j e c t  l o g i c  a n d  m e t a l o g i c  m i g h t  
r e m a i n  h i d d e n .
I n  many c a s e s ,  t h e  c o n n e c t i v e s  o f  a  p r o p o s i t i o n a l  c a l c u ­
l u s  may b e  i n t e r p r e t e d  a s  t r u t h  f u n c t i o n s ,  a n d  i t s  v a r i a b l e s  
a s  t r u t h  v a r i a b l e s  r a n g i n g  o n  a  f i x e d  s e t  o f  t r u t h  v a l u e s .  
G i v e n  s u c h  an i n t e r p r e t a t i o n  an d  a  s e t  o f  d e s i g n a t e d  v a l u e s  a s  
a  p r o p e r  s u b s e t  o f  t h e  t r u t h  v a l u e s ,  a  f o r m u l a  i s  c a l l e d  t a u ­
t o l o g y  i f  i t  t a k e s  o n l y  d e s i g n a t e d  v a l u e s  by  a l l  p o s s i b l e  
a s s i g n m e n t s  o f  i t s  v a r i a b l e s .  An i n t e r p r e t a t i o n  i s  s a i d  t o  b e  
s o u n d  i f  e v e r y  d e d u c i b l e  f o r m u l a  i s  a  t a u t o l o g y ;  a n d  an  i n t e r ­
p r e t a t i o n  i s  s a i d  t o  b e  c o m p l e t e  i f  a l l  t a u t o l o g i e s  a r e  d e d u c ­
i b l e .  I n t e r p r e t a t i o n s  w h i c h  a r e  b o t h  s o u n d  an d  c o m p l e t e ,  a r e  
c a l l e d  a d e q u a t e  o n e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c a l c u l u s .
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T h u s ,  i n  t h e  c a s e  o f  a  c a l c u l u s  w i t h  a n  a d e q u a t e  i n t e r p r e t a ­
t i o n ,  a l l  d e d u c i b l e  f o r m u l a s  a r e  t a u t o l o g i e s  a n d ,  h e n c e ,  f r o m  
t h e  v i e w - p o i n t  o f  t h e  i n t e r p r e t a t i o n ,  a l l  a r e  o f  t h e  same s e ­
m a n t i c a l  r a n k .  None o f  t h e m  " f o l l o w s "  f r o m  t h e  o t h e r  o n e s  i n  a  
n o n t r i v i a l  s e n s e  o f  i n f e r e n c e .  H e n c e ,  d e d u c t i o n  m u s t  n o t  b e  i n ­
t e r p r e t e d  a s  i n f e r e n c e  f r o m  t h e  a x i o m s .  I n  f a c t ,  a n o t h e r  s e t  o f  
a x i o m s  / a n d  a n o t h e r  s e t  o f  p r i m i t i v e  r u l e s /  m i g h t  y i e l d  t h e  
same s e t  o f  t a u t o l o g i e s .  D e d u c i b i l i t y  i s  o n l y  a  t e c h n i c a l  n o ­
t i o n  w i t h o u t  s e m a n t i c a l  s i g n i f i c a n c e .
The s i g n  V ' i s  u s e d  s o m e t i m e s  a s  a  t w o - p l a c e  f u n c t o r  o f  
t h e  m e t a l a n g u a g e :  i f  a i s  a  s e t  o f  f o r m u l a s ,  t h e n  " a l ~ A "  m ean s  
t h a t  A i s  d e d u c i b l e  f r o m  a  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a 
s e q u e n c e  £  o f  f o r m u l a s  t e r m i n a t e d  b y  A, s u c h  t h a t  e a c h  t e r m  o f  
i s  e i t h e r  a n  a x io m  o r  a  m em ber  o f  a ,  o r  f o l l o w s  f r o m  p r e v i ­
o u s  t e r m s  b y  a n  e l e m e n t a r y  r u l e .  I f  a  i s  e m p t y ,  o n e  g e t s  t h e  
n o t i o n  o f  d e d u c i b i l i t y  i n  t h e  p r e v i o u s ,  n a r r o w e r ,  s e n s e .
I n  t h e  c a s e  o f  c l a s s i c a l  c a l c u l i ,  i f  m odus  p o n e n s  i s  
t h e  o n l y  e l e m e n t a r y  r u l e ,  t h e n  "oif-A" may b e  i n t e r p r e t e d  a s  "A 
f o l l o w s  f r o m  a "  i n  t h e  s e n s e  t h a t  A i s  t r u e  i n  a l l  m o d e l s  o f  a * 
The  p o s s i b i l i t y  o f  t h i s  i n t e r p r e t a t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  f a c t  
t h a t  modus  p o n e n s  i s  t r u t h - p r e s e r v i n g  / i n  c o n t r a s t ,  e . g .  t o  
t h e  q u a n t i f  i c a t i o n a l  r u l e  " A ^ B Í c )  -*■ А э у х . В ( х )  " w h e r e  c  d o e s  
n o t  o c c u r  i n  A; t h i s  r u l e  i s  o n l y  v a l i d i t y - p r e s e r v i n g / ;  an d  
t h e  l a t t e r  f o l l o w s  f ro m  t h e  t r u t h - f u n c t i o n a l  c h a r a c t e r  o f  ma­
t e r i a l  i m p l i c a t i o n .
I f  t h e  m e n t i o n e d  c o n d i t i o n s  a r e  n o t  f u l f i l l e d ,  t h e  i n t e r ­
p r e t a t i o n  o f  " a i - A "  a s  "A f o l l o w s  f r o m  a" f a i l s .  T h u s ,  i n  g e ­
n e r a l ,  t h e  n o t i o n s  " d e d u c i b l e  f ro m  a " a n d  " c o n s e q u e n c e  o f  a "  
n e e d  n o t  c o i n c i d e .  So much t h e  m o r e ,  d e d u c i b i l i t y  a n d  c o n s e ­
q u e n c e  m u s t  b e  t r e a t e d  s e p a r a t e l y  i n  m a n y - v a l u e d  l o g i c .
L e t  u s  s e e  now a q u i t e  n a t u r a l  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  c o n -  
s e q u e n c e - r e l a t i o n  / o f  t w o - v a l u e d  l o g i c /  i n  m a n y - v a l u e d  l o g i c .
I n  t w o - v a l u e d  l o g i c ,  В i s  a  c o n s e q u e n c e  o f  a  s e t  a  / o f  p r e -
- 1 6 9 -
m i s e s / i f  a n d  o n l y  i f  В i s  t r u e  w h e n e v e r  a l l  m em bers  o f  » a r e  
t r u e .  I f  a  i s  f i n i t e ,  s a y ,  cl =  i A-^, . . . ,  A ^ l ,  t h e n  t h i s  c o n d i ­
t i o n  may b e  f o r m u l a t e d  a s  f o l l o w s :  "B i s  t r u e  w h e n e v e r  A^ i s  
t r u e  a n d  . . .  a n d  A i s  t r u e " . A ss u m in g  t h a t  t h e  c o n j u c t i o n  o f  
t h e  o b j e c t  l a n g u a g e  and  t h a t  o f  t h e  m e t a l a n g u a g e  c o i n c i d e ,  one  
m i g h t  go  f u r t h e r  b y  s a y i n g  t h a t  В f o l l o w s  f r o m  ÍA ^ , . . . »  A ^ } i f
a n d  o n l y  i f
I A. •  A I á I В ]l _ l  —n 1 1 1
h o l d s  f o r  a l l  a s s i g n m e n t s  o f  t h e  v a r i a b l e s  o c c u r r i n g  i n  A , . . . ,
A , B. H e r e  d e n o t e s  t h e  c o n j u n c t i o n  o f  t h e  o b j e c t  l a n g u a g e ,—n —
and  Jx j d e n o t e s  t h e  t r u t h - v a l u e  o f  t h e  f o r m u l a  X, w h e r e  t r u t h  
a n d  f a l s i t y  a r e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  n u m b e r s  1 an d  0 ,  r e s p e c t i v e ­
l y .  From t h i s  v i e w - p o i n t ,  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  i s  a  m i n o r a t i o n  
o f  t h e  c o n c l u s i o n  by  a  c e r t a i n  t r u t h - f u n c t i o n  / n a m e l y :  c o n j u n c ­
t i o n /  o f  t h e  p r e m i s e s .
G i v e n  a m u l t i - v a l u e d  l o g i c ,  and  a  f i x e d  o r d e r i n g  ^  o f  i t s  
t r u t h - v a l u e s  / a s s u m i n g  t h a t  á i s  r e f l e x i v e ,  a n t i s y m m e t r i c ,  
t r a n s i t i v e  and  c o n n e c t e d / ,  t h e  schem e
| f ( A , B ,  . . . ) I á |К I
e x p r e s s e s  t h a t  a  t r u t h - f u n c t i o n  f_ o f  t h e  p r e m i s e s  A, B, . . .  m i ­
n o r â t e s  t h e  c o n c l u s i o n  K. H e re  t h e  c o n j u n c t i o n  o f  t h e  p r e m i s e s  
i s  r e p l a c e d  by a n  a r b i t r a r y  t r u t h - f u n c t i o n  o f  t h e  p r e m i s e s .
T h i s  i s  t h e  g e n e r a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  o f  
m u l t i - v a l u e d  l o g i c .  I f
f  (A ,B ,  . . . ) | s | K |  , 1 2.(a , в ,  . . .  ) 1 á 1 К
f  (A,B,  . . . ) i S |g . ( A ,B ,  . . . ) 1
b u t
| a ( A , B , . . . ) I H f (A , B , . . .  ) I
t h e n  2  g i v e s  a  s t r o n g e r  m i n o r a t i o n  / o f  К / t h a n  f  d o e s .
As a  f u r t h e r  s t e p ,  we c a n  e n l a r g e  t h e  f o r m a l  s y s t e m  by a  
p a r t i a l  f o r m a l i z a t i o n  o f  i t s  m e t a l o g i c .  T h e n ,  o n e  g e t s  a t w o -  
l e v e l  f o r m a l  s y s t e m .  F o r m u l a s  o f  t h e  f i r s t  l e v e l  a r e  t h a t  o f
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t h e  p r i m a r y  s y s t e m ,  w h e r e a s  a t o m i c  f o r m u l a s  o f  t h e  s e c o n d  l e v ­
e l  m i g h t  h a v e  t h e  f o r m  "A^B" w h e r e  A a n d  В a r e  f o r m u l a s  o f  t h e  
f i r s t  l e v e l  a n d  ' r e p r e s e n t s  t h e  m i n o r a t i o n  r e l a t i o n  o u t ­
l i n e d  a b o v e .  / T h i s  s t e p  w i l l  b e  t r e a t e d  i n  S e c t i o n  3 . /  By t h i s ,  
d e d u c i b i l i t y  a n d  c o n s e q u e n c e  w i l l  b e  c l e a r l y  d i s t i n g u i s h e d .
One c o u l d  g e t  a  s e e m i n g l y  n a t u r a l  a d a p t a t i o n  o f  t h e  tw o ­
v a l u e d  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  i n  m a n y - v a l u e d  l o g i c ,  by  r e p l a c i n g  
" d e s i g n a t e d  v a l u e "  f o r  " t r u e "  i n  i t s  d e f i n i t i o n ,  a s  f o l l o w s :
В i s  a c o n s e q u e n c e  o f  { A ^ , . . . , A n } i f  a n d  o n l y  i f  В a s s u m e s  a 
d e s i g n a t e d  v a l u e  w h e n e v e r  e a c h  o f  A - ^ , . . . , A n a s s u m e s  a  d e s i g ­
n a t e d  v a l u e .  By t h i s ,  t h e  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  r e m a i n s ,  i n  
e s s e n c e ,  t w o - v a l u e d ,  e v e n  i n  t h e  c a s e ,  t h e  o b j e c t  l o g i c  d o e s t  
n o t  a d m i t  t w o - v a l u e d  i n t e r p r e t a t i o n s .  Our a p p r o a c h  o u t l i n e d  
a b o v e  e v a d e s  t h i s  d i s a s t r o u s  c o n c l u s i o n .
2 M a t e r i a l  I m p l i c a t i o n  a n d  I n f e r e n c e
A c c o r d i n g  t o  t h e  d e d u c t i o n  t h e o r e m ,  "AHB" a n d  " A ■=> B" 
a r e  e q u i v a l e n t  m e t a s t a t e m e n t s  a b o u t  t h e  c l a s s i c a l  p r o p o s i t i o n a l  
c a l c u l u s  ( PC ) . H o w ev e r ,  t h e  r e p l a c e m e n t  o f  '=>' b y  V '  i n  a t a u ­
t o l o g y  g i v e s ,  i n  some c a s e s ,  u n a c c e p t a b l e  m e t a s t a t e m e n t s .  /T h e  
same h o l d s  i f  ' o '  i s  r e p l a c e d  by t h e  w o rd  ' i m p l i e s ' . /  T h e s e  
c a s e s  a r e  w e l l - k n o w n  a s  t h e  p a r a d o x e s  o f  m a t e r i a l  i m p l i c a t i o n .  
An a t t e m p t  t o  a v o i d  t h e s e  p a r a d o x e s  i s  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a 
m o re  r i g o r o u s  / n o n - t r u t h - f u n c t i o n a l /  c o n n e c t i v e  f o r  e x p r e s s i n g  
i m p l i c a t i o n  / s t r i c t  i m p l i c a t i o n ,  e n t a i l m e n t ,  r e l e v a n t  i m p l i c a ­
t i o n  e t c . / .  None o f  t h e  v a r i o u s  a t t e m p t s  h a v e  g o t  a  g e n e r a l  
a p p r e c i a t i o n .  Some s y s t e m s  a r e  c r i t i c i s e d  f o r  e x c l u d i n g  n o n -  
p a r a d o x i c a l  f o r m u l a s ,  som e  f o r  n o t  e x c l u d i n g  a l l  p a r a d o x i c a l  
f o r m u l a s  a n d  some f o r  b o t h .
To a v o i d  t h e  p a r a d o x e s ,  i t  s e e m s  t o  b e  n e c e s s a r y  t o  d i s ­
t i n g u i s h  t h e  o c c u r r e n c e s  o f  t h e  s i g n  o f  i m p l i c a t i o n  i n  t h e  d e -  
d u c i b l e  f o r m u l a s .  I n  f a c t ,  i f  A i s  a  P C - t a u t o l o g y , t h e n  t h e  
m a i n  o c c u r r e n c e  o f  ' o '  i n  A i s  a l w a y s  s u b s t i t u t a b l e  by  V '  / o r  
by  ' i m p l i e s ' /  w i t h o u t  p a r a d o x i c a l  a p p e a r a n c e .  H o w e v e r ,  t h i s
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c o n d i t i o n  i s  n o t  n e c e s s a r y .  The  t a u t o l o g y  "A*(A ■=> B) ■=> B" a d ­
m i t s  t h e  m e t a l o g i c a l  i n t e r p r e t a t i o n :  From A an d  f r o m  t h e  f a c t  
t h a t  В f o l l o w s  f r o m  A, f o l l o w s  B. I n  c o n t r a s t ,  t h e  a n a l o g o u s  
i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  t a u t o l o g y  "A (В з? А)"  w o u l d  l e a d  t o  
t h e  u n a c c e p t a b l e  m e t a s t a t e m e n t :  From A i t  t h e n  f o l l o w s  t h a t  A 
f o l l o w s  f ro m  B.
I n  t h e  l i g h t  o f  o u r  a n a l y s i s  g i v e n  i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c ­
t i o n ,  t h e  b e s t  way t o  a v o i d  t h e  s o - c a l l e d  p a r a d o x e s  o f  m a t e r i ­
a l  i m p l i c a t i o n  c o n s i s t s  i n  t r e a t i n g  s e p a r a t e l y  t h e  t h r e e  n o ­
t i o n s :  d e d u c i b i l i t y ,  i n f e r e n c e  and  m a t e r i a l  i m p l i c a t i o n .  I n  
t h e  c a s e  o f  PC, t h e  f o l l o w i n g  m e t a s t a t e m e n t s  a r e  e q u i v a l e n t :
В f o l l o w s  / s e m a n t i c a l l y /  f r o m  A,
A h  В 
h  A В .
B u t  t h e s e  e q u i v a l e n c e s  a r e  p e c u l i a r i t i e s  o f  PC a n d , a r e  n o t  
u n i v e r s a l  r e q u i r e m e n t s  o f  f o r m a l  l o g i c a l  t h e o r i e s ;  s t i l l  l e s s  
a r e  t h e y  l a w s  o f  m a n y - v a l u e d  s y s t e m s ;  a n d  t h e  l e a s t  a r e  t h e y  
g i v i n g  a n y  r e a s o n  t o  i n t e r p r e t  "A r> B" a s  "A i m p l i e s  B " . M a t e ­
r i a l  i m p l i c a t i o n  i s  a  t r u t h - f u n c t i o n  o f  two s e n t e n c e s ,  an d  d o e s  
n o t  e x p r e s s  a n y  l o g i c a l  r e l a t i o n  b e t w e e n  two s t a t e m e n t s .  / I n  
s h o r t :  m a t e r i a l  i m p l i c a t i o n  i s  n o t  i m p l i c a t i o n . /
Some s y s t e m s  o f  m a n y - v a l u e d  l o g i c  c o n t a i n  t h e  f o l l o w i n g  
s e m a n t i c a l  r u l e  f o r  m a t e r i a l  i m p l i c a t i o n :
( 1 )  | A 35 b | i s  a  d e s i g n a t e d  v a l u e  ^  | A| á | В [ .
/ H e r e ,  ' á '  d e n o t e s  a n  o r d e r i n g  o f  t h e  t r u t h - v a l u e s ;  s e e ,  e . g . ,
[ 2 ]  a n d  [ 3 ] . /  T h i s  r u l e  may b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  f i r s t  s t e p  
t o w a r d  t h e  m u l t i - v a l u e d  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  c o n s e q u e n c e - r e ­
l a t i o n .  F o r ,  i f  "А о  B" i s  d e d u c i b l e ,  t h e n  i t  a s s u m e s  o n l y  d e ­
s i g n a t e d  v a l u e s .  T h e n ,  by  ( 1 ) ,  t h e  v a l u e  o f  A m i n o r â t e s  t h e  
v a l u e  o f  В / f o r  a l l  a s s i g n m e n t s  o f  t h e i r  v a r i a b l e s / ,  a n d ,  
h e n c e ,  В f o l l o w s  f r o m  A / i n  o u r  s e n s e  o f  " f o l l o w s " / -  T h u s ,  i n  
s u c h  a  s y s t e m ,  "A i m p l i e s  B" m eans  n o t  o n l y  t h a t  " i f  A t a k e s  a  
d e s i g n a t e d  v a l u e ,  t h e n  s o  d o e s  B" b u t  t h a t  " t h e  v a l u e  o f  В i s  
n e v e r  s m a l l e r  t h a n  t h a t  o f  A " .
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The f o l l o w i n g  r u l e s  f o r  | a  b | s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 ) :
( 2 ) 1 A => B|
t i
= m i n ( l , i - |  a | + I b | )
( 3 ) l â  f  s i = m i n ( 1 , 1 в |  : I a | )
a r e  s y m b o l s  o f a r i t h m e t i c .
I n ( 2 ) ,  t h e  t r u t h - v a l u e s a r e  t h e  f r a c t i o n s  k / n  w h e r e  к a n d  n
a r e i n t e g e r s  , 0 G
V
II
V
II a n d  n d  i s f i x e d .  / T h i s  i s  t a k e n
f r o m  L u k a s i e w i c z ' s  n + l - v a l u e d  l o g i c . /  I n  ( 3 ) ,  t h e  t r u t h - v a l u e s  
a r e  t h e  r e a l  n u m b e r s  o f  t h e  c l o s e d  i n t e r v a l  [ 0 , 1 ]  / t h i s  e x a m p l e  
co m es  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y / .  I n  b o t h  
c a s e s ,  t h e  o n l y  d e s i g n a t e d  v a l u e  i s  1 .  A n o t h e r  e x a m p l e  / f o r  a 
f o u r - v a l u e d  l o g i c /  may b e  f o u n d  i n  L3 ] .
H o w e v e r ,  ( l )  d o e s  n o t  make p o s s i b l e  t o  u s e  a n  i m p l i c a t i o n  
i n  a n  i n f e r e n c e ,  u n l e s s  i t s  t r u t h - v a l u e  i s  a  d e s i g n a t e d  o n e .  
A c c o r d i n g  t o  o u r  p ro g r a m m e  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  1 ,  we s h o u l d  
l i k e  t o  i n f e r  В f r o m  a  t r u t h - f u n c t i o n  o f  A a n d  "A cs B " . I n  t h e
c a s e o f  ( 2 )  a n d (3 ) a b o v e ,  a  m i n o r a t i o n  o f  В b y  a n  a r i t h m e t
i c a l f u n c t i o n  o f 1A 1 a n d  |A :=> В 1 i s  p o s s i b l e :
( 2 '  ) 1 A ^  В 
b
1 + I A |
(3 ' ) 1 A Вp
1 • 1 A 1 â 1 в 1 .
i s  s y m b o l  o f  a r i t h m e t i c .
A s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  o f  s u c h  a m i n o r a t i o n  o f  В i s ,  i n  g e n e r ­
a l ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  i n v e r s e  f u n c t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  im­
p l i c a t i o n  / i . e . ,  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  v a l u e  o f  В 
f r o m  t h e  v a l u e s  o f  A a n d  "А з? В" / -  Of c o u r s e ,  n o t  a l l  i m p l i c a ­
t i o n s  f u l f i l l i n g  ( 1 )  a r e  i n v e r t i b l e .
I n  t h e  d i f f e r e n t  s y s t e m s  o f  m a n y - v a l u e d  l o g i c ,  t h e  t r u t h -  
- f u n c t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t w o - v a l u e d  o n e s  / n e g a t i o n ,  c o n ­
j u n c t i o n ,  d i s j u n c t i o n ,  m a t e r i a l - i m p l i c a t i o n /  a r e  d e f i n e d  som e­
w h a t  a r b i t r a r i l y .  M o r e o v e r ,  t h e  same s y s t e m  may c o n t a i n  two  o r  
m o r e  t y p e s  o f  n e g a t i o n s ,  c o n j u n c t i o n s ,  i m p l i c a t i o n s  e t c .  I n  
c o n t r a s t ,  t h e  c o n c e p t  o f  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  i s  n o t  i n  t h e  
l e a s t  e x p l a i n e d  i n  t h e s e  s y s t e m s .  H e n c e ,  t h e r e  i s  no  d i f f i c u l ­
t y  t o  i n t r o d u c e  i t  i n  t h e  way  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  1 .  I n  o r d e r
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t o  h a v e  a  u n i f o r m  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  i n  
a l l  k i n d s  o f  m u l t i - v a l u e d  l o g i c ,  i t  s e e m s  t o  b e  a p p r o p r i a t e  t o  
s e p a r a t e  i t  f r o m  m a t e r i a l - i m p l i c a t i o n ;  i . e . ,  t h e  m i n o r a t i o n  
[ A | á | B |  n e e d  n o t  t o  b e  i n t e r p r e t e d  i n  t h e  s e n s e  o f  ( 1 ) .  R a t h e r ,  
we h a v e  t o  i n t r o d u c e  t h e  s e c o n d - l e v e l  f o r m u l a  "A û В" w h e r e  A 
a n d  В a r e  f o r m u l a s  o f  t h e  f i r s t  l e v e l  / i . e . ,  f o r m u l a s  o f  an  
o b j e c t  s y s t e m  o f  m u l t i - v a l u e d  l o g i c /  a n d  we h a v e  t o  f o r m a l i z e  
t h e  l o g i c a l  l a w s  g o v e r n i n g  t h e  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  e x p r e s s e d  
by  "A g В
I n  d o i i i  s o ,  i t  s e e m s ,  h o w e v e r ,  t o  b e  a p p r o p r i a t e ,  t o  
i n t r o d u c e  a  c e r t a i n  fo r m  o f  modus p o n e n s  i n  t h e  g e n e r a l i z e d  
t h e o r y  o f  i n f e r e n c e .  T h e r e  a r e  tw o  w a y s  f o r  s o l v i n g  t h i s  p r o b ­
l e m .  The f i r s t  o n e  i s  t o  p o s t u l a t e  a x i o m a t i c a l l y  t h e  d e d u c i b i ­
l i t y  o f  t h e  s e c o n d - l e v e l  s c h e m e  " А . ( А  э  B)  á В " . The  s e c o n d  
a p p r o a c h  c o n s i s t s  i n  p o s t u l a t i n g  t h e  u n i q u e  s o l u t i o n  o f  t h e  
e q u a t i o n
а  э  b = c
f o r  b ,  g i v e n  t h e  t r u t h - v a l u e s  a a n d  с .  / Н е г е  ' Ъ ' d e n o t e s  t h e  
t r u t h - f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  o b j e c t  l a n g u a g e  s i g n  ' Э '  
i n  t h e  m u l t i - v a l u e d  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  f o r m a l  s y s t e m . / ;  i . e .  
we a s s u m e  h e r e  t h e  i n v e r t i b i l i t y  o f  / m e n t i o n e d  a b o v e / .  I n
g e n e r a l ,  a  w e a k e r  c o n d i t i o n ,  n a m e l y ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  u n i q u e  
l o w e r  b o u n d  f o r  b ,  i s  s u f f i c i e n t .  Of c o u r s e ,  t h e  i n v e r t i b i l i t y  
o f  'z>' m i g h t  a s s u m e  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  e . g .  t h a t  a  s h o u l d  n o t  
h a v e  t h e  m i n i m a l  v a l u e  / b e  n o t  " a b s o l u t e l y  f a l s e " / ;  b u t  t h e s e  
c o n d i t i o n s  d e p e n d  f r o m  t h e  p e c u l i a r i t i e s  o f  t h e  p a r t i c u l a r  
m u l t i - v a l u e d  c a l c u l i .  A l s o ,  t h e  i n v e r t i b i l i t y  o f  o t h e r  t r u t h -  
- f u n c t i o n s  m i g h t  b e  p o s t u l a t e d .
I f  m odus  p o n e n s  i s  c o n c e i v e d  a s  t h e  i n v e r s e  o f  m a t e r i a l  
i m p l i c a t i o n ,  a n d  i f  "A á В" i s  d e d u c i b l e  o n l y  i n  t h e  c a s e ,  a l l  
a t o m i c  c o m p o n e n t s  o f  В o c c u r  i n  A, t h e n  t h e  c o u n t e r p a r t s  o f  t h e  
p a r a d o x e s  o f  m a t e r i a l - i m p l i c a t i o n  a r e  a v o i d a b l e .  E . g .
"A. A à В" "A £ B «B"
a r e  n o t  d e d u c i b l e .  / H e r e  , — ' d e n o t e s  n e g a t i o n . /
- 1 7 4 -
T h e s e  r e m a r k s  r e f e r  t o  t h e  r o l e  o f  t h e  o b j e c t  l a n g u a g e  
i m p l i c a t i o n  i n  t h e  c o n s e q u e n c e - r e l a t i o n  r e p r e s e n t e d  b y  ' й ' , a n d  
a r e  a b s o l u t e l y  i n d e p e n d e n t  f r o m  t h e  r u l e  modus  p o n e n s  o f  t h e  
m e t a c a l c u l u s .
3 The F o r m a l  S y s t e m
I n  m o s t  c a s e s ,  t h e  a t o m i c  s t a t e m e n t s  o f  a  m e t a s y s t e m  a r e  
o f  t h e  f o r m  'VA" w h e r e  A i s  a  f o r m u l a  o f  t h e  o b j e c t  s y s t e m  an d  
t h e  m e a n i n g  o f  " hA" i s  t h a t  A i s  a  t a u t o l o g y .  H o w e v e r ,  t h e  
B o o l e a n  t y p e  a l g e b r a i c  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  c l a s s i c a l  p r o p o s i ­
t i o n a l  l o g i c  d o e s  n o t  b e l o n g  t o  t h i s  t y p e  o f  s y s t e m s .  H e r e ,  i f  
A a n d  В a r e  o b j e c t - l a n g u a g e  f o r m u l a s ,  t h e n  t h e  i d e n t i t y  o f  
t h e i r  v a l u e s  e x p r e s s e d  b y  "A = B" i s  a  m e t a s t a t e m e n t ;  and 'VA=B" 
w h i c h  e x p r e s s e s  t h a t  t h e  i d e n t i t y  o f  A a n d  В h o l d s  t a u t o l o g ­
i c a l l y ,  i s  a  m e t a - m e t a s t a t e m e n t .  H e r e i n a f t e r  two t y p e s  o f  s y s ­
t e m s  w i l l  b e  c a l l e d  " s y s t e m  o f  t a u t o l o g i e s "  a n d  / " s y s t e m  o f  
i d e n t i t i e s " .
A f o r m a l i z a t i o n  o f  a  m a n y - v a l u e d  l o g i c  a s  a  s y s t e m  o f  t a u ­
t o l o g i e s  d o e s  n o t  r e f l e c t  t h e  f i n e  s t r u c t u r e  o f  i t s  m a n y - v a l u e d  
s e m a n t i c s .  I t  o n l y  r e p r e s e n t s  t h e  r o u g h  d i c h o t o m y  o f  d e s i g n a t e d  
a n d  n o n - d e s i g n a t e d  t r u t h - v a l u e s .  A p p a r e n t l y ,  t h e  m a n y - v a l u e d  
i n t e r p r e t a t i o n  o f  s u c h  a  f o r m a l  s y s t e m  i s  s o l e l y  a n d  i n g e n i o u s  
d e v i c e  t o  e x p l a i n  why t h e  s e t  o f  d e d u c i b l e  f o r m u l a s  i s  n o t  t h e  
same a s  i n  t w o - v a l u e d  l o g i c .
T h i s  m e t h o d  o f  f o r m a l i z a t i o n  s e e m s  t o  b e  h i g h l y  i n a d e ­
q u a t e ,  e s p e c i a l l y  i n  t h e  c a s e  o f  i n f i n i t e l y  m a n y - v a l u e d  s y s t e m s  
a n d  p a r t i c u l a r l y  i n  t h e  c a s e ,  t h e  s c a l e  o f  t r u t h - v a l u e s  i s  n o t  
w e l l - o r d e r e d  / e . g .  i f  t h e  s c a l e  o f  v a l u e s  i s  a  c l o s e d  i n t e r v a l  
o f  r e a l  n u m b e r s  / .
The d i c h o t o m y  o f  d e s i g n a t e d  a n d  n o n - d e s i g n a t e d  t r u t h -  
v a l u e s  i s  f u l l y  a v o i d a b l e  i n  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  l o g i c a l  l a w s  
by  m eans  o f  i d e n t i t i e s ,  o r ,  r a t h e r ,  b y  m e a n s  o f  i n e q u a l i t i e s .  
G i v e n  a n  o r d e r i n g  o f  t h e  t r u t h - v a l u e s ,  t h e  a t o m i c  m e t a s t a t e ­
m e n t s  m i g h t  h a v e  t h e  f o r m  "A á В" w h e r e  A an d  В a r e  o b j e c t -  
l a n g u a g e  f o r m u l a s .  T h e n ,  t h e  l o g i c a l  l a w s  / e x p r e s s e d  i n  t h e
f o r m  o f  com p o u n d  f o r m a l i z e d  m e t a s t a t e m e n t s /  do n o t  g o v e r n  t h e  
t r u t h - v a l u e s  o f  t h e  o b j e c t - l a n g u a g e  f o r m u l a s .  I n s t e a d ,  t h e y  
g o v e r n  t h e  o r d e r i n g  r e l a t i o n  h o l d i n g  b e t w e e n  t r u t h - v a l u e s  o f  
o b j e c t - l a n g u a g e  f o r m u l a s .
I n  w h a t  f o l l o w s ,  I  s h a l l  i n t r o d u c e  a  t w o - l e v e l  f o r m a l  
s y s t e m  f r a m e  w h i c h  r e f l e c t s  t h e  m e n t i o n e d  p r i n c i p l e s .  F o r m u l a s  
o f  t h e  f i r s t  a n d  t h e  s e c o n d  l e v e l  w i l l  b e  c a l l e d  o b j e c t  f o r m u ­
l a s  a n d  m e t a f o r m u l a s ,  r e s p e c t i v e l y .  O b j e c t  f o r m u l a s  a r e  b u i l t  
up  f r o m  a t o m i c  o n e s ,  by  m eans  o f  t h r e e  t r u t h - f u n c t o r s  
' + ' ,  t h e s e  may b e  c a l l e d  n e g a t i o n ,  d i s j u n c t i o n  a n d  c o n ­
j u n c t i o n ,  r e s p e c t i v e l y / ,  an d  q u a n t i f i e r s  /'IT' an d  f u r t h e r
d e t a i l s  o f  t h e  s y s t e m  o f  o b j e c t  f o r m u l a s  i s  l e f t  o p e n .  A to m ic  
m e t a f o r m u l a s  a r e  o f  t h e  f o r m  "А й в"  w h e r e  A an d  В a r e  o b j e c t  
f o r m u l a s .  Compound m e t a f o r m u l a s  a r e  b u i l t  u p  f r o m  a t o m i c  o n e s ,  
s i m i l a r l y  a s  i n  c l a s s i c a l  l o g i c .
The  l o g i c a l  l a w s  o f  t h e  s y s t e m  g o v e r n  t h e  s y s t e m  o f  m e t a ­
f o r m u l a s ;  t h e y  w i l l  b e  f o r m u l a t e d  a x i o m a t i c a l l y . T h e  f i r s t  
g r o u p  o f  t h e  a x i o m s  r e g u l a t e s  t h e  o r d e r i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
s i g n  / e . g .  t r a n s i t i v i t y / ,  w h i l e  t h e  s e c o n d  o n e  m i g h t  c h a ­
r a c t e r i z e  t h e  p e c u l i a r i t i e s  o f  t h e  o b j e c t  f o r m u l a s .  / I n  o u r  
g e n e r a l  f r a m e ,  we g i v e  o n l y  tw o  a x i o m s  r e g u l a t i n g  t h e  f u n c t o r s  
' a n d  ' + ' .  The  p a r t i c u l a r  s t r u c t u r e  o f  t h e  o b j e c t  l o g i c  may 
b e  e x p r e s s e d  b y  a d d i t i o n a l  a x i o m s  b e l o n g i n g  t o  t h i s  g r o u p . / 
F i n a l l y ,  t h e  t h i r d  g r o u p  o f  a x i o m s  -  t o g e t h e r  w i t h  t h e  r u l e s  
o f  d e d u c t i o n  -  f o r m u l a t e s  t h e  n o t i o n  o f  t a u t o l o g y  i n  t h e  
s p h e r e  o f  m e t a f o r m u l a s .
The  r u l e s  o f  d e d u c t i o n  i n c l u d e  m odus  p o n e n s . T h i s  r u l e  
m i g h t  b e  f o r m u l a t e d  i n  t h e  m e t a - m e t a l o g i c  a s  f o l l o w s :
(Vot & h(a  ■* ß ))  -+ Fß
w h e r e  a. a n d  g s t a n d  f o r  m e t a f o r m u l a s .  A n o t h e r  r u l e  o f  d e d u c ­
t i o n  i s  b a s e d  on  t h e  t r a n s i t i v i t y  o f  ' ;  i l l u s t r a t e d  a s  
f o l l o w s .  / Н е г е  A, В, C a r e  o b j e c t  f o r m u l a s . /
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1 . | )
2. h j i  c )
3. l - ( ( A £ B  l  B á C ) + A á c ) / t r a n s i t i v i t y /
4 . И А  й C)  / f r o m  1 , 2 , 3 /
I t  m i g h t  b e  a  t e m p t i n g  i d e a  t o  f o r m a l i z e  t h e  m e t a l o g i c  on  
t h e  b a s i s  o f  t h e  same m u l t i - v a l u e d  l o g i c  w h i c h  i s  a s s u m e d  i n  
t h e  o b j e c t - l a n g u a g e .  /By t h i s ,  t h e  u s e d  m u l t i - v a l u e d  l o g i c  
w o u ld  b e  p r o v e d  t o  b e  s e l f - c o n t a i n e d . /  H o w ev e r ,  a  s e r i e s  o f  
a r g u m e n t s  s u p p o r t s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t w o - v a l u e d  l o g i c  i n  t h e  
m e t a l a n g u a g e .  U s i n g  a n y  m e t a l o g i c ,  i t  i s  t o  b e  b a s e d  o n  a  
m e t a - m e t a l o g i c ,  a n d  s o  o n ,  a n d  f i n a l l y ,  o n e  h a s  t o  u s e  a  f r a g ­
m e n t  o f  e v e r y d a y - l a n g u a g e  b a s e d  on  t w o - v a l u e d  l o g i c .  M o r e o v e r ,  
t h e  u s e  o f  a  m u l t i - v a l u e d  l a n g u a g e  w o u l d  i m p l y  t h e  / t h e o r e t i ­
c a l /  u n d e c i d a b i l i t y  o f  a t o m i c  m e t a s t a t e m e n t s  o f  t h e  f o r m  "A ^ B " . 
By t h e s e ,  t h e  s i m p l e s t  way i s  t o  u s e  t w o - v a l u e d  l o g i c  i n  t h e  
m e t a l a n g u a g e .
The d e t a i l e d  d e s c r i p t i o n  o f  o u r  f o r m a l  s y s t e m  i s  a s  f o l ­
lo w s  .
-  D e f i n i t i o n  o f  o b j e c t  f o r m u l a s
We a s s u m e  a  d e n u m e r a b l y  i n f i n i t e  s u p p l y  o f  e a c h  o f  t h e  
f o l l o w i n g  t y p e  o f  s y m b o l s :  / а /  i n d i v i d u a l  c o n s t a n t s ,  / b / i n d i ­
v i d u a l  v a r i a b l e s ,  / с /  f o r  a l l  n a t u r a l  n u m b e r s  n / п  = 0 i n c l u d ­
e d / ,  n - p l a c e  p r e d i c a t e  c o n s t a n t s ,  a n d  / d / f o r  a l l  n ^ 0 ,  re­
p l a c e  p r e d i c a t e  v a r i a b l e s .
/ 1 /  F o r  n ^ 0 ,  a  s e q u e n c e  c o n s i s t i n g  o f  a n  n - p l a c e  p r e d i ­
c a t e  c o n s t a n t ,  f o l l o w e d  b y  n i n d i v i d u a l  c o n s t a n t  i s  a n  / a t o m i c /  
o b j e c t  f o r m u l a .
/ 2 /  I f  A, В a r e  o b j e c t  f o r m u l a s ,  t h e n  so  a r e  " A" ,  " ( a »B)"  
a n d  " ( A+ B) " .
/ 3 /  I f  A i s  a n  o b j e c t  f o r m u l a ,  x i s  a n  i n d i v i d u a l  v a r i ­
a b l e ,  c i s  a n  i n d i v i d u a l  c o n s t a n t ,  o c c u r r i n g  i n  A / i n  t h e
u s u a l  s e n s e / ,  a n d  "A—" i s  t h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f r o m  A, by
— c
s u b s t i t u t i n g  x  f o r  a l l  o c c u r r e n c e s  o f  c  i n  A; t h e n  "Пх A—" a n d
c 2S
" £ x  A—" a r e  o b j e c t  f o r m u l a s .
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/ 4 /  An e x p r e s s i o n  i s  a n  o b j e c t  f o r m u l a  o n l y  i f  i t  i s  com­
p o s e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  r u l e s  / 1 / . . . / 3 /  a n d  p e r h a p s  some o t h e r  
a d d i t i o n a l  r u l e s  s t a t e d  e x p l i c i t l y .
-  D e f i n i t i o n  o f  m e t a f o r m u l a s
/ 1 /  I f  A, В a r e  o b j e c t  f o r m u l a s ,  t h e n  "(^A й В-)"  i s  a n  
/ a t o m i c /  m e t a f o r m u l a .
/ 2 /  I f  a ,3  a r e  m e t a f o r m u l a s ,  t h e n  s o  a r e  " ~ a " ,  " ( a  Î 3 ) " ,
" ( a  V  3 ) "  a n d  " ( a  -  3 ) " .
/ 3 /  I f  a i s  a  m e t a f o r m u l a ,  c i s  a  c o n s t a n t  / o f  a n y  t y p e /  
o c c u r r i n g  i n  a a n d  x i s  a v a r i a b l e  o f  t h e  same t y p e  a s  c ,  t h e n  
" ух a —" a n d  "Эх a —" a r e  m e t a f o r m u l a s .  / C o n c e r n i n g  t h e  n o t a ­
t i o n  " a £ " ,  v i d e  / 3 /  o f  t h e  p r e c e d i n g  d e f i n i t i o n . /
/ 4 /  An e x p r e s s i o n  i s  a  m e t a f o r m u l a  o n l y  i f  i t  i s  com p o sed  
a c c o r d i n g  t o  t h e  r u l e s  / 1 / . . . / 3 / .
-  A b b r e v i a t i o n s
I f  A, В a r e  o b j e c t  f o r m u l a s ,  t h e n :
" (A  = B) " a b b r e v i a t e s  " ( ( А  й  B) ( В й A ) ) "  a n d  
" ( A :p  B) " a b b r e v i a t e s  "(A + B) " .
-  D e f i n i t i o n  o f  t h e  " c l a s s i c a l  c o u n t e r p a r t  o f  a  m e t a f o r m u l a "
F o r  a l l  m e t a f o r m u l a s  a ,  we d e f i n e  / b y  i n d u c t i o n /  a  f o r m u ­
l a  a* o f  c l a s s i c a l  f i r s t - o r d e r  l o g i c ,  c a l l e d  t h e  c l a s s i c a l  
c o u n t e r p a r t  o f  a , a s  f o l l o w s .
I l l  L e t  <6 > ъ b e  a n  e n u m e r a t i o n  o f  a l l  a t o m i c  m e t a -
f o r m u l a s .  I f  c ,  , .  . . , c, ( k  * l )  i s  t h e  l i s t  o f  t h e  d i f f e r e n t  
c o n s t a n t s  / o f  a n y  t y p e /  o c c u r r i n g  i n  / s a y ,  i n  t h e  o r d e r  o f
— r*t h e i r  f i r s t  o c c u r r e n c e  i n  <$n , t h e n  we l e t  b e
"В ( £ ] _ , • • • »  " w h e r e  i s  a  к - p l a c e  p r e d i c a t e  c o n s t a n t  / o f
f i r s t - o r d e r  l o g i c / ,  and  c ^ , . .  . , c ^  a r e  t o  b e  c o n s i d e r e d  a s  i n ­
d i v i d u a l  c o n s t a n t s  o f  f i r s t - o r d e r ~ l o g i c .  / I f  И  n ,  t h e n  £ m 
a n d  p  m u s t  b e  d i f f e r e n t .  / By t h i s ,  "p  ( c . , . . .  , c, ) "  i s  an  
a t o m i c  f o r m u l a  o f  f i r s t - o r d e r  l o g i c .
12 I l f  a a n d  3 a r e  m e t a f o r m u l a s ,  t h e n  
( ~ a )*  =  - ( a * )  ( a  % 3)* = ( a*  к 3*)
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a n d  s i m i l a r l y  f o r  ' У '  a n d
(Vx с»-) = V X (ot * ) —
—  X  —  X
a n d  s i m i l a r l y  f o r  ' 3 ' ;  h e r e ,  x i s  t o  b e  c o n s i d e r e d  a s  a n  i n d i ­
v i d u a l  v a r i a b l e  o f  f i r s t - o r d e r  l o g i c .
-  Axioms
( ACL) G i v e n  a  f i x e d  s t a n d a r d  s y s t e m  o f  c l a s s i c a l  f i r s t -  
o r d e r  c a l c u l u s ,  a  m e t a f o r m u l a  a  i s  a n  a x i o m  i f  i t s  c l a s s i c a l  
c o u n t e r p a r t ,  a*  i s  a n  a x io m  o f  t h e  f i r s t - o r d e r  c a l c u l u s .
(AS) A l l  m e t a f o r m u l a s  o b t a i n e d  f r o m  o n e  o f  t h e  f i v e  
s c h e m a t a  b e l o w ,  b y  r e p l a c i n g  o b j e c t  f o r m u l a s  f o r  А, В, C a n d  D 
a n d  a О- p l a c e  p r e d i c a t e  v a r i a b l e  f o r  X, a r e  a x i o m s .
( Al á )  (A á B) ^  (B S A)
( A: áR)  A £ A
( Ai á T)  ( ( А й B) (В й £ ) )  -*■ (А й C)
( A : 1+ ) ( ( ( a +B)  á (C+E>) ) & (C á A) ~VX(X á A) )  ->(B á D)
( A : I . )  ( ( (A .B )  £ ( C , D ) ) к  (С ^ А) & ~VX(C á X ) ) -+(B й D)
/ O u t e r m o s t  p a r e n t h e s e s  a r e  o m i t t e d . /
-  R u le s  o f  d e d u c t i o n
The s a m e  a s  i n  t h e  f i r s t - o r d e r  c a l c u l u s  r e f e r r e d  t o  i n  
( ACL) a b o v e .
R e m a r k s . A xiom s ( A : á ) , ( A: á R)  a n d  ( A: á T)  e n s u r e  t h a t  ' s  ' 
r e p r e s e n t s  a  l i n e a r  o r d e r i n g  r e l a t i o n .  ( A : I + )  a n d  (A : I*) a r e  
n e c e s s a r y  f o r  t h e  i n v e r t i b i l i t y  o f  t h e  f u n c t o r s  '  + '  an d  
r e s p e c t i v e l y .  F o r ,  l e t  u s  s u b s t i t u t e  C b y  A i n  ( A : I + ) ;  f r o m  
t h i s  and  A : ^ r  o n e  g e t s  / b y  f i r s t - o r d e r  l o g i c / :
( 1 )  K ((a + b ) ^ ( a +d ) )  l  ~VX(X á A) ) -*• ( В à D) .
By c h a n g i n g  t h e  r o l e  o f  В and  D i n  / 1 / ,  we h a v e :
( 2 )  t((fA+D) á ( A+B) )  1 ' VX( X á A) )  -*■ (D á В) .
From (1 )  a n d  ( 2 )  i t  t h e n  f o l l o w s  / a g a i n ,  b y  f i r s t - o r d e r  l o g i c /  
( 3 ) I—  VX( X á A) ( ( ( A+B) = ( A+D) ) -► ( В = D) ) .
T h i s  m e a n s ,  i n t u i t i v e l y ,  t h a t  i f  A i s  n o t  m a x i m a l ,  t h e n  t h e  
e q u a l i t y  "A+X = C" h a s  a t  m o s t  o n e  s o l u t i o n  f o r  X. The d u a l
l a w  f o r  i s  d e d u c i b l e  f r o m  ( A : I ) :
/4/ H~VX(A á X) -*• ( ( ( A .B)  = (A.]}))-* ( В = D) ) .
4 Applications
I t  i s  e v i d e n t  t h a t  o u r  a x i o m s  d o  n o t  d e t e r m i n e  u n i q u e l y  
t h e  s t r u c t u r e  o f  a  m u l t i - v a l u e d  o b j e c t  l o g i c .  The  c o m p l e t e  c h a ­
r a c t e r i z a t i o n  o f  a  p a r t i c u l a r  o b j e c t  l o g i c  m i g h t  b e  g i v e n  by  
a d d i t i o n a l  a x i o m - s c h e m a t a  f o r m u l a t e d  a s  / s c h e m a t a  o f /  m e t a f o r ­
m u l a s .  Of c o u r s e ,  new f u n c t o r s  a n d  o p e r a t o r s  o f  t h e  o b j e c t -  
l a n g u a g e  m i g h t  b e  i n t r o d u c e d  a s  w e l l .  A r e l a t e d  s y s t e m  / R - f u z z y  
a l g e b r a /  was  i n v e s t i g a t e d ,  e . g .  i n  t i l .
A t o m i c  m e t a f o r m u l a s  (A á B) a r e  t o  b e  i n t e r p r e t e d  imme­
d i a t e l y  a s  i n f e r e n c e s  o f  o b j e c t  l o g i c  / i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  
i n t r o d u c t o r y  m o t i v a t i o n s  o f  S e c t i o n s  1 ,  2 / .  Now, l e t  u s  show 
how modus p o n e n s  r e l a t e d  t o  t h e  o b j e c t - l a n g u a g e  i s  e x p r e s s i b l e  
i n  p a r t i c u l a r  c a s e s  / d u e  t o  t h e  a x i o m - s c h e m e  ( A : I + ) / .
As a  f r a g m e n t  o f  a n  i n t e r p r e t a t i o n  o f  o u r  o b j e c t  l o g i c ,  
l e t  u s  c o n s i d e r  a  s t r u c t u r e  c o n s i s t i n g  o f  a  s e t  o f  t r u t h - v a l u e s  
t o g e t h e r  w i t h  a n  o r d e r i n g  r e l a t i o n  á ,  a  o n e - p l a c e  f u n c t i o n  n ( x )  
a n d  tw o  t w o - p l a c e  f u n c t i o n s  a ( x , y_)  a n d  m ( x , ^ ) . L e t  u s  a s s u m e  
t h a t  к / n f a  a n d  m a r e  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  й , , + a n d  • ,
r e s p e c t i v e l y .  F u r t h e r m o r e ,  we a s s u m e  t h a t  a n  a s s i g n m e n t  V d e ­
t e r m i n e s  t h e  v a l u e  o f  a l l  a t o m i c  o b j e c t  f o r m u l a s ,  a n d  V i s  
e x t e n d e d  f o r  com pound  o b j e c t  f o r m u l a s  b y  t h e  e v i d e n t  r u l e s :
V(Ä)=  n ( V ( A ) ) ,  V(A+B) = a ( v ( A ) , V ( B ) ) ,
V( A. B)  = m( V( A) ,  V ( B ) ) .
Now, t h e  a t o m i c  m e t a f o r m u l a  "A £ B" i s  s a i d  t o  b e  t r u e  / a c c o r d ­
i n g  t o  t h e  g i v e n  i n t e r p r e t a t i o n /  i f  a n d  o n l y  i f  v ( a ) к V( b ) 
h o l d s .  F i n a l l y ,  we a s s u m e  t h a t  a l l  a x i o m s  AS a r e  t r u e  / i n  t h e  
o b v i o u s  s e n s e / ,  a c c o r d i n g  t o  o u r  i n t e r p r e t a t i o n .
On t h e s e  a s s u m p t i o n s ,  i f  "~vx(x £ A)" i s  t r u e  a n d  i f  V( a ) 
a n d  V (А B)  / i . e .  V(Ä+B)/  a r e  k n o w n ,  t h e n  V( b ) i s  r e c k o n a b l e
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Ьу
V( B)  = a _1  ( V (А В)  , V( Ä) )
w h e r e  " а  1,1 d e n o t e s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  f u n c t i o n  a .  / C f .  ( 3 )  a t  
t h e  e n d  o f  t h e  p r e c e d i n g  S e c t i o n . / L e t  u s  n o t e  t h a t  a n  o b j e c t -  
- l a n g u a g e  f u n c t o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  1 / i . e .  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  
f u n c t o r  ' + ' /  i s  n o t  d e f i n a b l e  s y n t a c t i c a l l y  i n  o u r  g e n e r a l  
f r a m e ,  a l t h o u g h  t h e  f u n c t i o n  a  ^ may  e x i s t  i n  s e v e r a l  i n t e r p r e ­
t a t i o n s .  / S e e ,  e . g . ,  i n  [ Ц . /
I f  " ( A # B ) & B" i s  d e d u c i b l e  / d u e  t o  t h e  a d d i t i o n a l  a x io m s  
c h a r a c t e r i z i n g  a  p a r t i c u l a r  o b j e c t  l o g i c / ,  t h e n  "A*B" m i n o r â t e s  
В i m m e d i a t e l y .  G iv e n .  V ( A ) , a  s t r o n g e r  m i n o r a t i o n  i s  p o s s i b l e ,  
n a m e ly  :
V( B)  = m_ 1 ( V( A# B) ,  V ( A ) ) ,
p r o v i d e d  " ~VX(A й X)"  i s  t r u e .  / C f .  ( 4 )  a t  t h e  e n d  o f  t h e  p r e ­
c e d i n g  S e c t i o n . /  H e r e ,  'm ^ '  d e n o t e s  t h e  i n v e r s e  o f  t h e  f u n c ­
t i o n  m .
I f  b o t h  "A = A" a n d  " (A+B) á ( В+А) "  a r e  d e d u c i b l e ,  t h e n  
t h e  a n t e c e d e n t  o f  a n  i m p l i c a t i o n  m i g h t  m i n o r a t e  a  com p o u n d  i n ­
v o l v i n g  t h e  i m p l i c a t i o n  a n d  i t s  c o n s e q u e n t .  N a m e ly :
/ 5 /  V( A ) = n ( a _ 1 (V(A B) , V ( B ) ) ,
p r o v i d e d  "~VX(X й В) "  h o l d s  t r u e .  T h i s  i n f e r e n c e  f o r m  h a s  no 
c l a s s i c a l  c o u n t e r p a r t .  -  A ss u m in g  t h a t  " 3 x v y ( Y á x ) " i s  d e d u c ­
i b l e ,  t h e  t r u t h  o f  " Vx ( x  ^ ( a D  b ) " i m p l i e s  "V X( A^X)WX( Xá В) " . 
T h i s  m e a n s  t h a t  / 5 /  i s  n o n t r i v i a l  o n l y  i n  t h e  c a s e ,  n o n e  o f  t h e  
p r e m i s e s  / " А  о  В" a n d  В a r e  " a b s o l u t e l y  t r u e "  / i . e .  n o n e  o f  
them  a s s u m e s  t h e  m a x i m a l  v a l u e / .  / C f .  t h e  m o t i v a t i o n s  o f  [ 1] . /
S i m i l a r l y ,  i f  "~vx(x á А)" h o l d s  t r u e ,  t h e n  
V( B)  = a""1 ( V (A+B) , V(A ) )
r e p r e s e n t s  a n  i n f e r e n c e  f r o m  a d i s j u n c t i o n  a n d  o n e  o f  i t s  mem­
b e r s  t o  i t s  o t h e r  m e m b e r .
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I n t u i t i v e  m o t i v a t i o n s  o f  t h e  i n f e r e n c e  p a t t e r n s  m e n t i o n e d  
i n  t h i s  s e c t i o n  a r e  m i n u t e l y  d i s c u s s e d  i n  [ 1 ] .
A c k n o w l e d g e m e n t . The  a u t h o r  i s  i n d e b t e d  t o  I .  R ú z s a  f o r  h i s  
h e l p f u l  c r i t i c i s m .
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ABSTRACT
I n  t h i s  p a p e r  we p r e s e n t  a  b a s i s  o f  i d e n t i t i e s  o f  r a t i o n a l  
a l g e b r a i c  t h e o r i e s .  I t  i s  c o n j e c t u r e d  t h a t  t h i s  b a s i s  f o r m s  a  
b a s i s  o f  i d e n t i t i e s  o f  i t e r a t i v e  a l g e b r a i c  t h e o r i e s ,  a s  w e l l .  
I t  i s  shown a s  a  r e s u l t  t h a t  f r e e  r a t i o n a l  t h e o r i e s  c o i n c i d e  
w i t h  t h e  f r e e  t h e o r i e s  o v e r  t h e  e q u a t i o n a l  c l a s s  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  b a s i s .
1. ALGEBRAIC THEORIES
An a l g e b r a i c  t h e o r y  T i s  a  s p e c i a l  m a n y - s o r t e d  a l g e b r a  
w h o s e  s o r t i n g  s e t  i s  t h e  s e t  o f  a l l  o r d e r e d  p a i r s  ( n , p )  o f  n o n -  
- n e g a t i v e  i n t e g e r s .  L e t  u s  d e n o t e  by  T ( n , p )  t h e  c a r r i e r  o f  s o r t  
( n , p )  o f  T f o r  e a c h  n , p .  The  o p e r a t i o n s  i n  T a r e :  c o m p o s i t i o n ,  
s o u r c e - t u p l i n g  a n d  i n j e c t i o n s .  F o r  e a c h  n , p , q ,  c o m p o s i t i o n  ( d e ­
n o t e d  b y  . o r  j u x t a p o s i t i o n )  maps  T ( n , p )  x  T ( p , q )  i n t o  T ( n , q ) .  
F o r  e a c h  n , p ,  s o u r c e - t u p l i n g  a s s o c i a t e s  w i t h  f ^  e  T ( l , p )  
( i = l , . . . , n )  a  u n i q u e  e l e m e n t  < f ^ , . . . , f n > e  T ( n , p ) .  P a r t i c u l a r l y ,  
i f  n = 0 ,  s o u r c e - t u p l i n g  p i c k s  o u t  an  e l e m e n t  0 ^  e  T ( 0 , p ) .  F i n a l ­
l y ,  i n j e c t i o n s  a r e  n u l l a r y  o p e r a t i o n s ;  t h e r e  i s  a  c o r r e s p o n d i n g  
i n j e c t i o n  € T ( l , n )  t o  e a c h  i  an d  n s u c h  t h a t  1 й i  á n .  The  
o p e r a t i o n s  a r e  r e q u i r e d  t o  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s
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( c f .  [ 1 ] ) :
( i )  ( f g ) h  = f ( g h )  i f  f  £ T ( n , p ) ,  g G T ( p , q ) ,  h  G T ( q , r ) ;  
( i i )  f < n j , . . . , n ^ >  = f f  f  6 T ( n , p ) ;
( i ü ) n 1 < f  = f i , 1 й i  й n ,  f . G T ( l , p )
( j  = 1 f . . .  , n ) ;
( i v )  < n * f , .  . . , n ^ f >  = f ,  f  G T ( n , p ) .
I n  p a r t i c u l a r ,  i f  n = 0 , t h e  l a s t  c o n d i t i o n  a s s e r t s  t h a t  
T ( 0 , p )  i s  s i n g l e t o n .
U n d e r  t h e s e  a s s u m p t i o n s  T b e c o m e s  a  c a t e g o r y  w h o s e  o b j e c t s  
a r e  t h e  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r s  a n d  i n  w h i c h  e a c h  o b j e c t  n i s  t h e  
n - t h  c o p o w e r  o f  o b j e c t  1.  I n  f a c t ,  i t  was  t h e  o r i g i n a l  d e f i n i ­
t i o n  o f  a l g e b r a i c  t h e o r i e s  ( c f .  [ 7 ] ) .  I n  t h i s  c a t e g o r y  t h e  i -  
d e n t i t i e s  a r e  t h e  e l e m e n t s  1^ = < n * , . . . , n^> -  0 ) .  A c c o r d i n g
t o  t h e  c a t e g o r i c a l  a n a l o g y ,  t h e  e l e m e n t s  o f  T a r e  c a l l e d  m o r -  
p h i s m s  a n d  f  G T ( n , p )  i s  w r i t t e n  a s  f  : n -*• p  .
I t  s e e m s  c o n v e n i e n t  t o  e x t e n d  s o u r c e - t u p l i n g  a s  f o l l o w s .
L e t  f  : n •» p , g : m ■» p . T h e n  < f , g >  = «Cn^f, . . . , n n f  j n ^ g ,  . . . , n mq> .
E v i d e n t l y ,  t h i s  d e r i v e d  o p e r a t i o n  i s  a s s o c i a t i v e .  H e n c e ,  we may 
w r i t e  < f , g , h >  t o  d e n o t e  e i t h e r  < f , < g , h > >  o r  < < f , g > , h > .
A n o t h e r  d e r i v e d  o p e r a t i o n  i s  t h e  s e p a r a t e d  sum.  F i r s t ,  l e t  u s
1 y\
c o n s i d e r  1 a n d  0 . T h e n ,  1 + 0  = <n , , . . . , n  . > ,  w h i l en  p n p n+p n + p  '
0 + n <n
n+1
n + p '
n + p
n , n+p > .
In  g e n e r a l ,  i f  f  : n p  a n d  g : m -*■ q ,  t h e n  f  + g =
= < f ( l p + 0 q ) ,  т ^ е  s e p a r a t e d  sum i s  a s s o c i a t i v e ,  t o o .
C o n c e r n i n g  o t h e r  i d e n t i t i e s  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  [ 3 ] .
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The  a l g e b r a i c  t h e o r y  T i s  c a l l e d  n o n - d e g e n e r a t e ,  p r o v i d e d
n ^ ф • A m o r p h i s m  f  : n  -  p  i s  s a i d  t o  b e  i d e a l  i f  n o n e  o f
t h e  m o r p h i s m s  n * f , . . . , n j j f  i s  an  i n j e c t i o n .  F i n a l l y ,  T i s  c a l l e d  
i d e a l  i f  i t  i s  n o n - d e g e n e r a t e  a n d  f o r  a r b i t r a r y  f  a n d  i d e a l  g ,  
g f  i s  i d e a l .
One c a n  i n t r o d u c e  h o m o m o r p h i sm s  -  c a l l e d  t h e o r y  maps  -  
b e t w e e n  tw o  t h e o r i e s .  T h e s e  a r e  e x a c t l y  h o m o m o r p h i sm s  o f  a l g e b ­
r a i c  t h e o r i e s  c o n s i d e r e d  a s  m a n y - s o r t e d  a l g e b r a s .  L e t  T a n d  T '  
b e  i d e a l  t h e o r i e s  a n d  t a k e  a  t h e o r y  map F : T * T ' .  I f  F p r e ­
s e r v e s  i d e a l  m o r p h i s m s ,  t h e n  i t  i s  c a l l e d  i d e a l  a s  w e l l .
A l g e b r a i c  t h e o r i e s ,  a s  t h e y  w e r e  i n t r o d u c e d ,  h a v e  a n  e q u a -  
t i o n a l  p r e s e n t a t i o n .  H e n c e ,  f o r  e v e r y  r a n k e d  a l p h a b e t  o r  t y p e
E = n Ug En t h e r e  e x i s t s  a  f r e e  t h e o r y  g e n e r a t e d  b y  E.  T h i s  i s
d e n o t e d  by  T^ a n d  h a s  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t y .  T h e r e  i s  a  r a n k e d
a l p h a b e t  map П : e -  T^ s u c h  t h a t  a n y  r a n k e d  a l p h a b e t  map
F : E -  T i n t o  an  a l g e b r a i c  t h e o r y  T h a s  a  u n i q u e  h o m o m o r p h ic
e x t e n s i o n  F : T^ . -  T; i . e .  a  t h e o r y  map F w h i c h  s a t i s f i e s
F = nF .  H e r e ,  b y  a  r a n k e d  a l p h a b e t  map we mean  a n y  m a p p in g
F : E -  T s u c h  t h a t  F (E  ) S  T ( l , n ) .n
T^ c a n  b e  d e s c r i b e d  a s  t h e  t h e o r y  o f  f i n i t e  E - t r e e s  on t h e  
v a r i a b l e s  { x ^ x ^ . . . }  ( c f .  [ 4 ] ,  [ 6 ] ) .  л c a n  b e  c h o s e n  a s  t h e  
m a p p i n g  f  I -  f ( x ^ , . . . , x n ) ( f  G En , n  £ 0 ) -  S i n c e  n i s  i n j e c t i v e ,
we c a n  c o n s i d e r  E a s  a  s u b s e t  (m o re  p r e c i s e l y  a s  a  s u b s y s t e m )  
o f  T . I n  t h i s  way F = nF c o r r e s p o n d s  t o  F |  = F .
I n  p a r t i c u l a r ,  i f  E i s  t h e  v o i d  a l p h a b e t ,  T^ b e c o m e s  t h e  
i n i t i a l  t h e o r y .  T h i s  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  t h e o r y  0 ,  i n  w h i c h  
0 ( n , p )  i s  t h e  s e t  o f  a l l  m a p p i n g s  o f  [ n ]  = { l , . . . , n }  i n t o  [ p ] ,  
c o m p o s i t i o n  i s  c o m p o s i t i o n  o f  m a p p i n g s ,  s o u r c e - t u p l i n g  i s  s o u r -  
c e - t u p l i n g  o f  m a p p i n g s ,  f i n a l l y ,  t h e  i n j e c t i o n  : 1 -  n i s
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t h e  m a p p i n g  w h i c h  p i c k s  o u t  t h e  i n t e g e r  i  f r o m  [ n ] .  S i n c e  0 i s  
i n i t i a l  i n  t h e  c a t e g o r y  o f  a l l  t h e o r i e s  a n d  t h e o r y  m a p s , e a c h  
t h e o r y  T h a s  e x a c t l y  o n e  s u b t h e o r y  w h i c h  i s  t h e  h o m o m o r p h ic  
i m a g e  o f  0 .  F u r t h e r  on  t h i s  s u b t h e o r y  w i l l  b e  d e n o t e d  by  0T o r ,
s i m p l y ,  0 .  I f  T i s  n o n - d e g e n e r a t e ,  0 T i s  i s o m o r p h i c  t o  0 ,
o t h e r w i s e  b o t h  0 an d  0^ i s  isoirorphic t o  t h e  t e r m i n a l  t h e o r y ,
a  t h e o r y  w h o s e  e a c h  c a r r i e r  i s  e i t h e r  v o i d  o r  s i n g l e t o n .  The 
e l e m e n t s  o f  0 a n d  0T a r e  c a l l e d  b a s e  m o r p h i s m s  a n d ,  i n  t h e  s e -  
q u a l ,  t h e y  a r e  i d e n t i f i e d .  Low er  c a s e  G r e e k  l e t t e r s , e x c e p t  0 ,  
a l w a y s  d e n o t e  b a s e  m o r p h i s m s .  F o r  a r b i t r a r y  p : n -  p  G 0 ,  i p  
s t a n d s  f o r  t h e  im a g e  o f  i  G [n ]  u n d e r  p .  A b a s e  m o r p h i s m  i s  
c a l l e d  s u r j e c t i v e ,  i n j e c t i v e  e t c .  i f  i t  i s  s u r j e c t i v e  o r  i n ­
j e c t i v e ,  r e s p .  a s  a  m a p p i n g .
We d i s t i n g u i s h  a  s u b s e t  ( o r  s u b s y s t e m )  f r o n  T . T h i s  w i l l  b e
Í-1
d e n o t e d  by T ,^ • f  G T^ , ( n , p )  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  f r o n t i e r  o f  f ,  
i . e .  t h e  s e q u e n c e  o f  v a r i a b l e s  a p p e a r i n g  i n  t h e  l e a v e s  o f  f ,  
i s  e x a c t l y  X j - . . х  . T^ , h a s  t h e  f o l l o w i n g  i m p o r t a n t  p r o p e r t y :
E v e r y  e l e m e n t  o f  T^ c a n  b e  u n i q u e l y  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  f p ,
w h e r e  f  G T a n d  p G 0 .
The  m o r p h i s m s  f  : n -  p  (n  > 0 )  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  a s
n
( i - l f i ) p ' w h e r e  f-L e £ ( i = l , . . , n ) a n d  p G 0 ,  c o n s t i t u t e  t h e  s u b ­
s e t  E0 .
Now we a r e  r e a d y  t o  p r o v e  :
Lemma 1 . 1. *(i)
L e t  f  : n -  n + p ,  g : m -  m+p a n d  p : m ■+ n b e  m o r p h i s m s  i n  a
f r e e  a l g e b r a i c  t h e o r y  T. A ssu m e  t h a t  p i s  s u r j e c t i v e  a n d  g ( p + l  ) =
P
= p f .  T h e n ,  t h e r e  e x i s t s  a  m o r p h i s m  h : £ -*■ t + p  s u c h  t h a t  f o r  
some s u r j e c t i v e  a  : -  m we h a v e
( i )  h ( a  + 1 ) = a g ,
Jr
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( i i )  i f  ß i s  a  l e f t  i n v e r s e  o f  a ,  i . e .  ß a = 1 t h e n  
aßh  = h ,
( i i i )  f o r  e v e r y  l e f t  i n v e r s e  y  o f  т t h e r e  a r e  b a s e  m o rph ism e
: i  -*• H s a t i s f y i n g  b o t h  т ^ т  = т a n d
п ^ т т Ы т ^  + 1 p )  = n £h ( i = 1 f  , w h e r e  т d e n o t e s  t h e
c o m p o s i t i o n  o p .
P r o o f
S ince ev ery  f r e e  a lg e b ra ic  th e o ry  i s  f r e e ly  g e n e ra te d  by  a  ranked 
a lp h a b e t, i t  i s  enough to  v e r i f y  th e  s ta te m e n t o f  th e  lemma f o r  th e o r ie s  
T = T , th e  f r e e  a lg e b ra ic  th e o ry  g e n e ra te d  by a  ranked a lp h a b e t I  .
L e t  g i  d e n o t e  t h e  i - t h  c o m p o n e n t  o f  g ,  i . e .  
g .  = n 1 g ( i = l , . . . , m ) .  I t  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
g .  = g i a i ( ß i  + ß f ) ,  w h e r e  g i  G Т ( 1 , к ± + к ' ) ,  ß i  : k ± -* m, 
ß? : к? -  p a n d  f i n a l l y ,  eu : к.^+к^ -  к.^+к! i s  b i j e c t i v e  a n d
s a t i s f i e s  t h a t b o t h
1
an d a .  « , t h e  r e s t r i c t i o n s  o f
^ n :1
t o  N. = { j a " 1 1 1 á j  á k i}
* if
a n d N i  = lk i  < 7 * k i + k f } ,
a r e  m o n o to n  m a p p i n g s .
Assume t h a t  i p  = j p ( i , j  G [ m ] ) .  T h e n ,  a l s o  g . ( p+1 ) =
it
= g j ( p + l p ) ,  i - e .  g i a i f ß i + ß : ) ( p + l p ) = g j a j ( ß^+ßí ) ( P + l p ) .
B u t  t h e r e  i s  a  u n i q u e  way t o  g e t  a  m o r p h i s m  o f  a s  t h e  
c o m p o s i t i o n  o f  a n  e l e m e n t  o f  T^ . a n d  a  b a s e  m o r p h i s m .
T h u s ,  we c a n  c o n c l u d e  t h a t  k ^ + k ^  = k ^ + k i  , g^  = g^ ,
a i ( ß i  + ß j ) ( p + l p ) = a j ( ß j + ß j ) ( p+1p ) .  SuP P ° s e  t h a t  ь e  Ni*  T h e n ,  
tot .  ( ß . + ß . ' ) ( p + l  ) £ n a n d  h e n c e ,  t a . ( ß .  + ß i ) ( p + l  ) £ n .  T h e r e f o r e
^ *  г  J J J i r
t a j  й к j , i . e .  t  G N . .  The c o n v e r s e  i n c l u s i o n  i s  s i m i l a r .  T h i s  
p r o v e s  t h e  e q u a l i t i e s  N^ = Nj , = N^ , k i  = k j  a n d  k.? = k^ .
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Or e v e n ,  s i n c e  t h e  m a p p i n g s  a . i , a . i  , a . i  a n d  a . i
1 'N. 1 'Nf 3 'N. 3 'NÍ1 i  : з
a r e  e q u a l l y  m o n o t o n ,  cu = a^ ; a n d  i t  r e s u l t s  f r o m  t h i s  t h a t  
i "  "3
3 • P = 3 • P a n d  ß i  = ß i  .
i
m
D e f i n e  V  = E к . ,  Z = m + í /  . F o r  e v e r y  i  G [m] l e t  h .  d e -  
i = i  1 1
i - 1  m
n o t e  t h e  m o r p h i s m  h .  = 0 + g . a . (  E 0, +1,  + E 0, + 3 f ) .i  m l  l  t = 1  Kt  k± t = i + 1  k t  i
L e t  a = < 1 ^ , ß ^ , . . . , ßm>,  h  = < h 1 , . . . , h m> . A s i m p l e  c o m p u t a t i o n  
show s t h a t  h . ( a + l  ) = g .  f o r  e a c h  i  G [ m] .
I n d e e d ,  h . ( a +1  ) =i  p
-  ........ v +y  -
i - l m
= <0m+5 i “ l ( t ^ ° k t +1k i + t = =+ i  ........... V ( « P ' V V
1 m
,°V + 1 k . + E ° k1 t i  t = i + l  t
i - l m
E ° k  + 1v + Et = l t  Ki  t = i + l
= g . a . ( 3 • +3  Í ) = g .l  l  i  '
T h i s  p r o v e s  h ( a + l  ) = g .
P
Assume a g a i n ,  t h a t  i p  = j p  ( i , j  G [ m ] ) .  D e f i n e  p .  .
1 ! D
ЬУ f >i , j  = + p i , j
w h e r e  p .
i / 1
i - l  m j - l
< E i .  + E o. E 0 +1fi­ ll M 1 * rt f
i­ ll H* V 'Kt t = l  k t  к
m m
I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  
i - l  m j - l m
( E 0 +1 + E 0 Л Р '  . = E 0 +1 + E 0, . T h u s ,  
t = l  Kt  Ki  t -  i + i  k t  1 , 3  t = l  k t  k j  t = j  + l  k t
h . ( p . . + 1 ) =
i  l  ,3  P
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- (0m+Si°i<^) V + V  tJ +1°kt+flí>)(1ra+pí,j + S '  =
= О + д . а Л Ч 1 0 +1.  + Ç 0 + 0 ! )  = h  (
J 3 t = l  Kt  Kj  t = j  + l  Kt  D -1
i . e .  h . ( p .  . + 1 ) = h .  . F u r t h e r m o r e ,  i f  т d e n o t e s  c o m p o s i-
i  i f ]  P ]
t i o n  o p ,  we h a v e  p.  . т = т .  I n d e e d ,
i /D
pi , j T = ( 1 m + pi , j ) < 1m, ß l / * * ‘ , 3m>p =
= < 1mf pi , j < e i ' * * * , 3 m>>p < 1 m, 3 l ' * * • , 3 i - l , 3 j , 3 i + l ---------"m! / 3 5* P
P f 3  ^P , • • • f3j^_^Pf3jP, 3j^_j_^P / • • • f 3 ^ P *^-Pf3jP,  • • • f j^flP^ *
= < 1m, 3 i , . . . , 3m>P = ар = T.
L e t  h = ah  a n d  d e n o t e  b y  h^  t h e  i - t h  c o m p o n e n t  o f  h .  F o r
e a c h  ( i , j )  s u c h  t h a t  i x  = j x  l e t  j  = P ^ a j a • Then
h a v e  h . ( x . . + i  ) = h .  a n d  т . . т = т .
1 i f ]  P  ]  I , ]
we
h ( a + l  ) = a h ( a + l  ) = a g ,  t h i s  p r o v e s  p a r t  ( i )  o f  Lemma 1 . 1 .  
P P
I n  o r d e r  t o  v e r i f y  ( i i ) ,  t a k e  3 a n  a r b i t r a r y  l e f t  i n v e r s e  o f  a 
O b v i o u s l y ,  a 3 h = a 3 ah  = ah  = h .  F i n a l l y ,  l e t  y : n ->• i  b e  a 
l e f t  i n v e r s e  o f  t . F o r  e a c h  i  e [£, ] ,  d e f i n e  x^ b y  x^ = x^ ^
T h i s  c a n  b e  d o n e  b y  i x y x  = i x .  E v i d e n t l y ,  x^x  = x a n d
n n xyh(x ,  + 1 )= n ^ x y h ( x .  . + 1 ) = n ^ h  , e n d i n g  t h e  p r o o f  o f  x, 1 P £ i x y , 1 p £
t h e  lemma. 2
2 .  ITERATIVE AND RATIONAL THEORIES, IDENTITIES
By an  a l g e b r a i c  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n  we mean a  t h e o r y  T 
e q u i p p e d  w i t h  a  new o p e r a t i o n  + , c a l l e d  i t e r a t i o n ,  w h i c h ,  w i t h  
e a c h  f  : n -  n + p , a s s o c i a t e s  a  m o r p h i s m  f + : n -  p .  An i t e r a ­
t i v e  a l g e b r a i c  t h e o r y  T ( c f .  [ 3 ] )  i s  a n  i d e a l  t h e o r y  w i t h  i t e ­
r a t i o n ,  e x c e p t  t h a t  t h e  i t e r a t i o n  i s  p a r t i a l .  F o r  f  e  T ( n , n + p )
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f + e x i s t s  i f  a n d  o n l y  i f  f  i s  i d e a l  i n  T,  c o n s i d e r e d  a s  a n  a l ­
g e b r a i c  t h e o r y .  F u r t h e r m o r e ,  f + i s  r e q u i r e d  t o  b e  t h e  u n i q u e  
f i x e d  p o i n t  o f  f ,  i . e .  f + i s  t h e  u n i q u e  m o r p h i s m  g  G T ( n , p )  
a u c h  t h a t  g  = f < g , l p > .
H om om orphism s b e t w e e n  tw o  i t e r a t i v e  t h e o r i e s  a r e  t h e  i d e a l  
t h e o r y  m a p s .  O b s e r v e  t h a t  i d e a l  t h e o r y  maps p r e s e r v e  i t e r a t i o n .
R a t i o n a l  a l g e b r a i c  t h e o r i e s  w e r e  i n t r o d u c e d  i n  [ 9 ] .  A r a t i o ­
n a l  a l g e b r a i c  t h e o r y  T i s  a  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n .  E a c h  o f  t h e  
c a r r i e r s  o f  T i s  o r d e r e d ,  f + i s  t h e  l e a s t  f i x e d  p o i n t  o f  f ,  
a n d  o r d e r i n g  s u b j e c t  t o  som e o t h e r  c o n d i t i o n s  ( c f .  [ 9 ] ) .  Homo­
m o r p h i s m s  o f  r a t i o n a l  t h e o r i e s ,  a s  t h e y  w e r e  d e f i n e d  i n  [ 9 ] ,  
a r e  c e r t a i n  t h e o r y  m a p s ,  b u t ,  l i k e w i s e  i n  c a s e  o f  i t e r a t i v e  
t h e o r i e s ,  t h e y  p r e s e r v e  t h e  i t e r a t i o n  a s  w e l l .
I n  a  s e n s e ,  i t e r a t i v e  a n d  r a t i o n a l  t h e o r i e s  h a v e  a  common 
g e n e r a l i z a t i o n  w h ic h  w i l l  b e  i n t r o d u c e d  h e r e .  C o n s i d e r  a n  a r ­
b i t r a r y  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n .  I t  w i l l  b e  c a l l e d  g e n e r a l i z e d  
i t e r a t i v e  t h e o r y ,  p r o v i d e d  i t  s a t i s f i e s  t h e  f o l l o w i n g  i d e n t i ­
t i e s  , (A) t o  ( E ) :
(A) f + = f < f + , l  >,  w h e r e  f  : n -► n + p ,
IT
(B) < f , g > + = <h+ , ( g p ) + <h+ , 1 >>,  w h e r e  f  : n -  n+m+p,
ir
g : m -  n+m+p, h  = f < 1 n+ ° p , ( g p ) + , ° n+lp> a n d
P= <0 +1 , 1 +0 > +1m n ' m n  p
(C) ( ° n - f ) + - f ,  w h e r e  f  : n -  p ,
(D) <f+V + =f ++0 , w h e r e  Ж f  : n -*• n + p ,
(E) <n^pg ( p i + 1p ) , - • • / n ™p g ( pm+ 1p ) >+ = pf+ i f  f  : n -  n+P'  
g : n  -  m+p, p : m -  n i s  s u r j e c t i v e ,  : m -  m
a r e  b a s e ,  f u r t h e r m o r e ,  p p = . . . = p mp = p ,  a s  w e l l  a s
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f  = g ( p + l p )  i s  s a t i s f i e d .
I n  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  i d e n t i t i e s  f  a n d  g a r e  t r e a t e d  a s  
v a r i a b l e s  o f  t h e  g i v e n  s o r t .
T h e o re m  2 . 1
E v e r y  r a t i o n a l  t h e o r y  i s  a  g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y .  
E v e r y  i t e r a t i v e  a l g e b r a i c  t h e o r y  s a t i s f i e s  i d e n t i t i e s  (A) t o  
(E )  i f  i d e a l  m o r p h i s m s  a r e  s u b s t i t u t e d  f o r  f  a n d  g .
We do  n o t  p r e s e n t  a  c o m p l e t e  p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  h e r e .
The r e a s o n  i s  t h a t  m o s t  o f  t h e s e  i d e n t i t i e s ,  e x c e p t  p o s s i b l y  
t h e  l a s t  o n e ,  w e r e  a l r e a d y  d i s c o v e r e d  i n  p a p e r s  [ 3 ] ,  [ 9 ] .  F o r
( B) c f . [ 2 ] ,  t o o .
L e t  u s  r e m a r k ,  h o w e v e r ,  t h a t  i t  w o u l d  b e  e n o u g h  t o  p r o v e  
t h e  t h e o r e m  f o r  f r e e  r a t i o n a l  a n d  f r e e  i t e r a t i v e  t h e o r i e s .  And 
w h a t  i s  m o r e ,  s i n c e  f r e e  i t e r a t i v e  t h e o r i e s  c a n  b e  v i e w e d  a s  
w eak  s u b a l g e b r a s  -  s u b t h e o r i e s  c l o s e d  u n d e r  t h e  i t e r a t i o n  o f  
i d e a l  m o r p h i s m s  -  o f  f r e e  r a t i o n a l  t h e o r i e s ,  i t  w o u l d  b e  e n o u g h  
t o  c o n s i d e r  f r e e  r a t i o n a l  t h e o r i e s  o n l y .
We h a v e  a l r e a d y  m e n t i o n e d  t h a t  a l l  f r e e  i t e r a t i v e  t h e o r i e s  
e x i s t .  T h i s  f a c t  was  f i r s t  shown i n  [ 1 ] .  A n o t h e r  p r o o f  c a n  b e  
f o u n d  i n  [ 5 ] .
1 ^ ,  t h e  f r e e  i t e r a t i v e  t h e o r y  g e n e r a t e d  by  t h e  a l p h a b e t  Z 
c a n  b e  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s  ( c f .  [ 4 ] ,  [ 5 ] ) .  F i r s t  c o n s i d e r  T™,
t h e  a l g e b r a i c  t h e o r y  o f  a l l ,  p o s s i b l y  i n f i n i t e ,  E - t r e e s  on  t h e  
v a r i a b l e s  { x ^ x ^ . . . } .  t “  i s  a n  i d e a l  t h e o r y ,  e v e n  a n  i t e r a t i v e
t h e o r y .  T h e n ,  c o n s t r u c t  t h e  s m a l l e s t  s u b t h e o r y  o f  t ”  c o n t a i n ­
i n g  Tj, a n d  c l o s e d  u n d e r  i t e r a t i o n  o f  i d e a l  m o r p h i s m s .  T h i s  w i l l  
b e  t h e  i t e r a t i v e  t h e o r y  1 ^ ,  c a l l e d  " f r e e "  b e c a u s e  e v e r y  r a n k e d  
a l p h a b e t  map F : E -* T i n t o  an  i t e r a t i v e  t h e o r y  T, s u c h  t h a t  
F ( E ) c o n t a i n s  i d e a l  m o r p h i s m s  o n l y ,  h a s  a  u n i q u e  hom om orph ic
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e x t e n s i o n  F ,  i . e .  an  i d e a l  t h e o r y  map F : I  -  T ,  s a t i s f y i n g  
F j £ = F .  R e c a l l  t h a t  b y  E £  a n d  T ,^ Ç. 1^,, E £. 1^ h o l d s  a s  
w e l l .
Rj,, t h e  f r e e  r a t i o n a l  t h e o r y  g e n e r a t e d  b y  E,  h a s  a  s i m i l a r  
d e s c r i p t i o n .  T a k e  I  , w h e r e  E i s  E e x c e p t  (E ) = E U  {_[_}/ a n d-^*1 _l_ I и (J
J_ i s  a  new s y m b o l .  T h e r e  i s  e x a c t l y  o n e  way t o  e x t e n d  I  t o  a
E!
g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  a l g e b r a i c  t h e o r y  i n  s u c h  a  m a n n e r  t h a t  
1 +
we h a v e  n 1 = X- When f o r g e t t i n g  o r d e r i n g s ,  R^ b e c o m e s  t h i s  
t h e o r y  1^ . R^ i s  f r e e  i n  t h e  f o l l o w i n g  s e n s e .  F o r  a n y  r a n k e d
a l p h a b e t  map F : E -  T i n t o  a  r a t i o n a l  t h e o r y  T,  t h e r e  i s  e x ­
a c t l y  one  h o m o m o r p h i sm  ( o f  r a t i o n a l  t h e o r i e s )  F : R -► T e x t e n d ­
i n g  F ,  i . e .  s u c h  t h a t  F | ^  = F .  T h i s  w as  p r o v e d  i n  [ 9 ] .  A c t u a l l y ,
t h i s  t h e o r e m  r e m a i n s  v a l i d  e v e n  i f  F i s  r e q u i r e d  t o  b e  a n  i t e ­
r a t i o n  p r e s e r v i n g  t h e o r y  m a p ,  i . e .  a  h o m o m o rp h ism  o f  t h e o r i e s  
w i t h  i t e r a t i o n .
F u r t h e r  o n ,  l e t  u s  c o n s i d e r  R^ . a s  a n  u n o r d e r e d  t h e o r y .  Do 
n o t  f o r g e t  t h a t  I  , a n d  h e r e b y  I  a s  w e l l ,  i s  a  w e ak  s u b a l -2_i j 2_<
g e b r a  o f  R^ , a n d  t h e  c a r r i e r s  o f  1^ a n d  R^ , c o i n c i d e .
We now p r o c e e d  by s t a t i n g  some c o n s e q u e n c e s  o f  t h e  i d e n t i ­
t i e s  (A) t o  ( E ) .  I n  t h e s e  s t a t e m e n t s ,  i f  ( A ) , . . . , ( An + ^ ) a r e
s e n t e n c e s  o f  f i r s t  o r d e r ,  e x p r e s s e d  i n  t h e  l a n g u a g e  o f  t h e o r i e s  
w i t h  i t e r a t i o n ,  we w r i t e  (A ) , . . . , (An ) 1= ( An + 1 ) t o  mean t h e
f a c t  t h a t  e v e r y  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  
( A ^ ) , . . . , (An ) ,  s a t i s f i e s  ( An + 1 ) a s  w e l l .
(X) g+ = p f + i f  f  : n  -  n + p ,  g : m -  m+p, p : m -  n i s  
s u r j e c t i v e  and g ( p + l  ) = p f , m o r e o v e r  f o r  a n v  l e f t
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i n v e r s e  a  o f  p t h e r e  e x i s t s  b a s e  m o r p h i s m  
p ,  : m -► m ( i £ C  ml) w i t h  p^P =p an d  
^pag(Pi+lp)=Tr^g.
Lemma 2 . 2 .
( E ) N ( X ) .
P r o o f
Assume t h a t  ( e ) i s  s a t i s f i e d  b y  t h e  a l g e b r a i c  t h e o r y  
w i t h  i t e r a t i o n  T.  L e t  f :  n -»n+p , g :m  •* m+p a n d  Р :m -*• n 
c o n t e n t  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  (x  ) an d  f i x  a n  a r b i t r a r v  l e f t  
i n v e r s e  a  o f  p . D e f i n e  g '  b y  g'=ocg . Then  g ' ( p +  1 ) = f .
IT
B u t  t h e r e  e x i s t  m o r p h i s m s  P1 • • • • • pm : m ■+ m s a t i s f y i n g  
b o t h  p^p  = . . .  = PmP = P  a n d
< % p g ' ^ p i +1 P ) ’ • • • »nS p g ' C p Ill+ 1 p ) > =cT.
T h u s ,  b y  (E) we o b t a i n  g += p f + #
F u r t h e r  on  t h e  f o l l o w i n g  s p e c i a l  c a s e  o f  (X) w i l l  b e  u s e d .  
(X*)  g += p f  + i f  f :  n -*n+p , g:m-» m+p / p:m ■* n
i s  s u r j e c t i v e ,  g ( p  + 1 ) = p f ,  m o r e o v e r  t h e r e  i s  a
P
b a s e  m o r p h i s m  a:n-*-m w i t h  a p = l -  a n d  a = p a g .
P
The n e x t  i d e n t i t y  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  ( X ' )  a n d  f r o m  ( e ) , t o o .  
I n d e e d ,  i f  i n  i d e n t i t y  (E )  we h a v e  n=m a s  w e l l  a s  
g = f (  p - 1 + 1  ) ,  w h e r e  p*"l d e n o t e s  t h e  i n v e r s e  o f  P ,  f u r t h e r m o r e  
p ^ = l m i s  s a t i s f i e d  f o r  e a c h  i  e[m] r t h e n  we
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o b t a i n  i d e n t i t y
(F )  ( p f ( p ' 1+ l p ) ) + = p f + 
a n d  t h e  f o l l o w i n g  lem m a:
Lemma 2 . 3 .  ( E)  1= ( F ) .
The n e x t  i d e n t i t y  i s  t h e  d u a l  o f  (B)
( B ' ) < f , g > + = < f + <h+ , l  > , h + > i f  f  : n -  n+m+p,
P
g  : m ■* n+m+p a n d  h  = g < f + , l m+p> .
Lemma 2 . 4 .  ( B ) ,  ( E ) l =  ( B ' ) .
P r o o f
We p r o v e  t h a t  ( B ) ,  ( F )  1= ( B ' ) »  F o r  t h i s  p u r p o s e  l e t  T b e  
a n  a r b i t r a r y  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  b o t h  (B) 
an d  ( F ) .  T a k e  f  a n d  g a s  i n  ( B ' )  a n d  d e f i n e  p by
p = <0 +1 , 1 +0 >. The  i n v e r s e  o f  p i s  p 1 = <0 + 1 1  +0 >. n m  n m  m n ' m n
L e t  f  = f ( p  1+1 ) ,  g = g ( p  1+1 ) .  O b v i o u s l y
J. H ír
p < f , g > ( p - 1 + l p ) = < g 1 , f 1>.
By (B) we h a v e  < g 1 , f 1>+ = <h* , ( f   ^ p.  ^)+ <  h * , l p >>r w h e r e  
°1 = p+1p' hl " gl<1m+0p'(f l pl ) + ' °m+V -
B u t ,  = f ( P  1+1p ^ P + 1 p^ = f a n d  t h u s
h-I = g i  < l m+ 0 „ ,  f + / 0 +1 > = g(  p- * + 1 ) <1 +0 , f + , 0 +1 > =1 l m p  m p 3 p  m p m p
= g<0 +1 +0 , 1  +0 , , 0   ^ +1 > < 1  +0 , f  ,0  +1 > = m n p  m n+p  n+m p ^  ^  m p  m p
= g < f + , 1 + 0  , 0 + 1  > = g < f + , l  > = h .J m p  m p 3 m+p
T h u s ,  < g 1 , f . > + = <h+ , f + <h+ , l  >>.  By ( F ) ,
P
(p 1< g 1 , f 1> ( p + l  ) ) + = p“ 1< g 1 , f 1>+ = < f + <h+ ,1  > , h + > .
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I t  r e s u l t s  f r o m  t h i s  t h a t  < f , g > + = < f + <h+ , l p > ,  h + >.
A n o t h e r  i d e n t i t y  i s ;
(G) ( f  ( l n + g )  )+ = f +g ,  w h e r e  f  : n  ■* n+m, g : m -► p .
Lemma 2 . 5 .  ( B ) ,  ( C ) ,  ( D) ,  ( E)  1= ( G) .
P r o o f
We show t h a t  ( B ) ,  ( B ' ) ,  ( C ) , ( D )  | =  ( G) .  H e n c e ,  t h e  p r o o f
f o l l o w s  by  Lemma 2 . 4 .
L e t  f j  = f + 0 p : n -  n+m+p, g 2 = 0 n+ra+g : m -  n+m+p
i n  a n  a l g e b r a i c  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n  s a t i s f y i n g  ( B ) ,  ( B ' ) ,
( C ) a n d  ( D ) .
By (B)  we h a v e  < f 1 , g 1>+ = <h+ , ( g 1 p ) + <h+ , l p > > , w h e r e
0 = <0m+ V  W  + V  h  = f l < v ° p '  ' 9 1 р ) + - W  B U t '
* 1 »  “  ( 0 n +m+ 9 >(<0rr,+ 1n '  W  +1p ) = °n+m+9 '  h e n C e ' by  < C) ’
(g1p)+ = 0n + g .  T h e r e f o r e ,  h  = f  j < l n+0 , (9jP )+ ' ° n + 1 p > =
= ( f + 0  )<1 +0 , 0 +g ,  0 +1 > = f < l  +0 , 0 +g> = f ( l  + g ) .  v p '  n p '  n ’  n p  n p  n n
We h a v e  a l r e a d y  s e e n  t h a t  < f 1 , g 1>+ = < ( f ( l n + g ) ) + t ( 0 n + g ) < h + , 1  »  
= < ( f ( l n + g ) )+ >g > • On t h e  o t h e r  h a n d ,  b y  ( B ' ) f
< f l , g l >+ = < f l  < h + , 1 p > ' h + > ' w h e r e  h = g i < f i ' 1m+p> ' now *
By 9 l < f l '  V  "  ( 0 n +m+ 9 ) < f l ' 1ra+p> “  °m+g a n d  ( C ) ' 
h + = g .  I t  r e s u l t s  f r o m  t h i s  a n d  by  (D) t h a t
< f i , g i >+ = < f i < g ' 1p> ' g> = < ( f + + 0 p ) < 9 ' i p > > g> = < f +g f  g>.
I f  we p u t  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  tw o  f a c t s  t o g e t h e r ,  we g e t  
( f ( l n + g ) ) + = f +g .
The n e x t  i d e n t i t y  c o n t a i n s  (G) a s  a  s p e c i a l  c a s e .
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(Н) <f1,g1>+ = <f+<g+,h>, g+> , where f : n -*• n+m+p,
g : ш -  m+q,  h : p  -  q ,  ^  = f(ln+m+h) a n d  д г = On+g.
Lemma 2 . 6 .  ( B) ,  ( C ) ,  ( D ) ,  (E)  1= ( H) .
P r o o f
I n s t e a d  o f  t h i s  we  p r o v e  t h a t  ( B ) ,  ( G ) l =  ( H) .  S u p p o s e  t h a t  
T i s  a n  a l g e b r a i c  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n  s a t i s f y i n g  b o t h  (B) 
a n d  ( G) .  T a k e  t h e  m o r p h i s m s  f , g  a n d  h  a n d  l e t
f l = f( W g. h)' gl = °n+3-
By (B ) we h a v e < f i iQ h- V
+
= < h | , ( g l P ) + < h i » 1q
f . <1 + 0„ , ( g . p ) + . 0 +1 >.  0 = < 0 + 1 , 1  +01 n q • -' IK n q m n '  m
g ,  p = ( 0 ; +g ) <0 + 1 + 0 , h-' + О , 0 , +1 > =n 4 m n q m n-t-q '  n+m q
"  g<1m+ 0 n + q '  °n+m+1q > “  g ( 1 m+0n + 1 q b  АР Р !У 1 п 9 (G) we g e t  
( g xp f  = g ( o n + l  ) = ° n + 9 + ■ T h e r e f o r e  h 1 =
= f 11n+m+ h ' <1n +0q ' ° n + g + ' ° n +1q > = f ( 1n + < g + , h > >• A9 a i n  b y  (G) 
we g e t  h *  = f +<g+ , h > .
H en ce  < f 1 / g 1>+ = < h | , ( O n +g+ ) < h | , l q »  = < f + <g+ , h > , g + > > . 
F u r t h e r  o n ,  we s h a l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  c o n s e q u e n c e  o f  ( H) :
( H ' )  < f 1 , g 1>+ = < f + <n ^ g + , h > ,  g + > i f  f  : n  -  n + l + p  ,
g  : m -  m+q (m ^ 1)»  h  : p -  q a n d  f ,  = f ( l  , , + 0  , + h ) ,' 1 v n + 1 m - 1 '
g .  = 0 + g .^ 1 n ^
Lemma 2 . 7 .  (H)  | = ( H ' ) .
P r o o f
A ssum e t h a t  T s a t i s f i e s  ( H) ,  f  : n ■* n + l + p ,  g : m ■» m+q 
(m è 1) a n d  h  : p q  a r e  m o r p h i s m s  i n  T.  L e t
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^  = f  ( 1n + 1 +0m_ 1+h ) • = ° n +9  * F u r t h e r m o r e ,  l e t
f  ~ f ^ 1n + l +0m - l +1p ^ , f i  = f ' ( l  , + h ) .  I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t1 n+m
f  = f '  . I t  f o l l o w s  f r o m  t h i s  a n d  b y  (H) t h a t  < f 1 , g 1>+ =
= < f , + <g+ , h > ,  g + >. By ( G) ,  a  c o n s e q u e n c e  o f  ( H) ,  f , +  =
■ i f <1n + 1 l +0m - l + 1 p ) '+ -  £ + ( 1 l +0m - l +1p>-
T h e r e f o r e ,  f ' + <g+ , h>  = f + < n 1 g + ,h >  e n d i n g  t h e  p r o o f  o fm
Lemma 2 . 7 .
F i n a l l y ,  we p r o v e  a  c o n s e q u e n c e  o f  ( B ) ,  a s  w e l l  a s  t h a t  
o n e  o f  (A) a n d  ( B) .
( I )  ( 1 + 0  ) < f , , g > + = f + i f  f  : n -  n + p ,  g : m -  n+m+p, n m 1 ^
f .  = f (1  +0 +1 ) .1 n m p
Lemma 2 . 8 .  (B)  1= ( i ) .
P r o o f
By ( в )  we h a v e  < f ^ , g > + = <h+ , ( g p ) + <Ь+ , 1 ^ > > ,  w h e r e
h  = f l <1n +0p '  ( 90> + '  ° n +1p > ' p “  <0rn+1n '  V V  + Xp  • We m u s t  
p r o v e  t h a t  h = f .  B u t  t h i s  c a n  b e  i m m e d i a t e l y  s e e n  s i n c e
h  -  W V  < 9 0 ) + '  ° n + 1 p > =
-  f ( W 1p)<1n+0p' (9f,)+' °n+1p> = f<V°p-°n+V  - f -
( J )  < f ' , f ' > + = < f | + , f +< f , l p > > , w h e r e  f  = < f 1 , . . . , f n > :
: n  -  n + l + p  , f + = < f * , . . . , f * > ,  
f  = < f ' , . . . , f ^ >  = f ( < 0 1+ l n , 1 1+ 0n > + l p ) / n  2 1.
Lemma 2 . 9 .  ( A ) , ( B )  1= ( J ) .
P r o o f
A ssum e t h a t  T i s  a n  a l g e b r a i c  t h e o r y  w i t h  i t e r a t i o n  s a t i s -
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f y i n g  (A) a n d  ( в ) ,  a n d  a s s u m e  t h a t  t h e  v a r i a b l e s  a p p e a r i n g  i n  
( J )  a r e  i n t e r p r e t e d  i n  T .  By a p p l i c a t i o n  o f  (B) we g e t
< f ' , f ' > 4 = < h + , ( f ' p ) +<h+ , l p > > #  w h e r e
h  =  £ ; < i 1 + o p , ( f ' p ) +  , o 1 + i p >  ,  P =  < o n + i j ,  l p + o ^  +  I p  .
f ' p= f « o 1+i n, V0j> t  £p)(<®n+ii '  1n+0i> + У  =
= f ( < l n + 0 1 , 0 n + l 1> + l p )  = f .  T h e r e f o r e ,  h = f ( < 0 j + l n , l j + O n > + l  )
• < 1 l +0p , f + , ° l + l p > = f j i O j + l p + O p ,  1 1+ 0 n + p ' 0  i + n + l p > < 1 ï+ O p ' £ + ' 0 ! + i p >=
* f ^ f + , l 1+0 , 0 1+ l p >  = f j <  f + j 1 i + p > = £ i  l a s t  e q u a l i t y  i s
o b t a i n e d  b y  a p p l i c a t i o n  o f  ( A) .
Thus  we g e t  ( f ' , f ' )  + = < f 4 + , f + < f , 1 » .1 1 1 ' p
S u m m a r i z i n g  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  s e c t i o n ,  we h a v e  p r o v e d  
t h a t  any g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y  s a t i s f i e s  t h e  i d e n t i t i e s  
( B ' ) ,  ( F ) ,  ( G ) ,  ( H) ,  ( H ' ) f  ( I )  a nd  ( J ) ,  a s  w e l l  a s  t h e  i m p l i c a ­
t i o n  ( X) .  I n  f a c t ,  t h e  s a m e  p r o o f s  c a n  b e  u s e d  t o  show t h a t  a l l  
t h e s e  s e n t e n c e s  a r e  v a l i d  i n  i t e r a t i v e  t h e o r i e s ,  t o o .
3 .  THE MAIN RESULTS
We now t u r n  t o  p r o v e  t h a t  t h e  i d e n t i t i e s  (A) t o  (E )  f o r m  a  
b a s i s  o f  i d e n t i t i e s  o f  r a t i o n a l  t h e o r i e s .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  
b y  v e r i f y i n g  t h a t  f r e e  r a t i o n a l  t h e o r i e s  a r e  e x a c t l y  t h e  f r e e  
g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r i e s .  As a n  i n t e r m e d i a t e  s t e p ,  we 
a l s o  show t h a t  e v e r y  r a n k e d  a l p h a b e t  map F : E -  T i n t o  a  g e n e r ­
a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y  T h a s  a  u n i q u e  h o m o m o r p h i c  e x t e n s i o n  
( a  t h e o r y  m a p ,  p r e s e r v i n g  i t e r a t i o n  o f  i d e a l  m o r p h i s m )
F : I  ■+ T. I n  f a c t ,  t h e  p r o o f  o f  t h e  l a s t  m e n t i o n e d  t h e o r e m  i s  
b a s e d  upon  t h e  o b s e r v a t i o n  t h a t  a l l  c o n s i d e r a t i o n s  i n  [5 ]  c a n  
b e  c a r r i e d  o u t  u n d e r  w e a k e r  a s s u m p t i o n s ,  i . e .  b y  u s i n g  t h e  i -  
d e n t i t i e s  (A)  t o  (E) a n d  t h e i r  c o n s e q u e n c e s  o n l y .
F o r  t h e  r e s t  o f  t h i s  s e c t i o n ,  E i s  t a k e n  a s  a n  a r b i t r a r y  
f i x e d  a l p h a b e t .  W i th  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  l a s t  tw o  t h e o r e m s  a l l
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s t a t e m e n t s  r e l a t e  t o  t h e o r y  I  .
Lemma 3 . 1 .
L e t  f  : n  -  n + p ,  g : m -  m+p e  eq . Assume t h a t  
{n * f + I i  e [ n ] }  = {n ^ g + I i  e [m] } . T h e n ,  t h e r e  e x i s t  s u r j e c ­
t i v e  b a s e  m o r p h i s m s  p : n -+ ц a n d  a : m -* ц , a s  w e l l  a s  a
m o r p h i s m  h : j, -► £+p s u c h  t h a t  b o t h  f ( p + l  ) = ph  a n d
P
9 ( a +1p ) = a h  h o l d .
P r o o f
L e t  i  d e n o t e  t h e  n u m b e r  o f  d i s t i n c t  c o m p o n e n t s  o f  f + . We 
c a n  c h o o s e  t h e  b a s e  m o r p h i s m s  ctg : £ -  n , 3 Q : £ -  m, p : n -  £
a n d  a : m -* Л i n  s u c h  a  way t h a t  e a c h  o f  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i ­
t i o n s  i s  s a t i s f i e d ,  i . e .
Og p -  1 /  3 q °  — » Pa o ^  -  ^ ' < ^ 0 g  — g an<  ^ Q g f  -  &0g *
F o r  an  a r b i t r a r y  a : £ -  n ,  i f  a p  = 1 ^ ,  l e t  f ^  d e n o t e  t h e  
c o m p o s i t i o n  f ^  = a f ( p + l p ) .  S i m i l a r l y ,  3 9 ( a + l p ) i s  d e n o t e d  by
g , p r o v i d e d  p a = 1 . I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  b o t h  p a f + = f +
3 &
a n d  a 3 g + = g + h o l d .  T h u s ,  f  <a f  , 1  > = a f  and  g < 3 9  .1  > = 39Ct ír P Ь*
s h o w i n g  t h a t  f *  = a f + a n d  g^ = з д + . B u t  we h a v e
a f + = a 0 f + = 3 g 9 + = 3 9 + f o r  e v e r y  c h o i c e  o f  a a n d  3 , t h e r e ­
f o r e  t h e  m o r p h i s m s  f  a n d  g^ h a v e  t h e  sam e  i t e r a t i o n .  H e n c e ,  
b y  Lemma 3 . 5 .  i n  [ 5 ] ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  i d e a l  
e l e m e n t  h e T^, s u c h  t h a t  f ^  a n d  g ^  a r e  t h e  p a r t i a l  u n w i n d i n g s  
o f  h ,  f o r  a n y  a  a n d  3 . B u t  b o t h ,  f ^  a n d  g ^  a r e  i n  E0 r e s u l t i n g
t h a t  f  = h  = g  .
а 3
We h a v e  show n  t h a t  f o r  e v e r y  а  : I  ■* n a n d  3 : £ -* m i f
а р  = 1 an d  3 0  = 1 a r e  s a t i s f i e d  t h e n  s o  i s  f  = f  = g„
K £  £  а  « g  З д
a n d  by  d e f i n i t i o n ,  t h i s  m o r p h i s m  w a s  c h o s e n  a s  h .  Now, we 
h a v e  t o  v e r i f y  t h e  e q u a l i t y  f ( p + l p )  = ph .  L e t  i  G [ n ]  b e  a r ­
b i t r a r y .  C h o o s e  a i n  s u c h  a  way t h a t  b o t h  ap= 1^ a n d  i p a  = i
g 3
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a r e  v a l i d .  F o r  t h i s  a we h a v e
n nf ( p + V  = n n p a f ( p + V  *  n i p a f ( p f V  = nn p f a “  n i p h *
S i n c e  i-€ [ n ]  was  a r b i t r a r y ,  t h i s  p r o v e s  t h a t  f ( p + l ^ )  * p h .  
The p r o o f  o f  g ( a + l p )  «= a h  i s  s i m i l a r .
A t  t h i s  p o i n t  r e c a l l  a  d e f i n i t i o n  f r o m  [ 5 ] .  L e t  f  : n -  n+p  
b e  i n  T^ ,  i , j  G [ n ] .  The  j - t h  c o m p o n e n t  o f  f  i s  s a i d  t o  b e  
r e a c h a b l e  f r o m  t h e  i - t h  o n e  i f  t h e r e  e x i s t s  a  n o n - n e g a t i v e  i n ­
t e g e r  m s u c h  t h a t  n ^ f m c o n t a i n s  a n  o c c u r r e n c e  o f  v a r i a b l e  .
H e r e ,  f m i s  d e f i n e d  by i n d u c t i o n  o n  m : f °  * 1 + 0 ,
f m+1 = f < f ra, On + l p > . F u r t h e r m o r e ,  t h e  j - t h  c o m p o n e n t  o f  f  i s
c a l l e d  " s u p e r f l u o u s "  i f  i t  i s  u n r e a c h a b l e  f r o m  t h e  f i r s t  compo­
n e n t  o f  f  a n d  j>jfcl.
Lemma 3 . 2 .
L e t  f  : n  ->■ n + p ,  g : m -  m+p G EG. Assume t h a t  n e i t h e r  f
n o r  g c o n t a i n s  s u p e r f l u o u s  c o m p o n e n t s .  F u r t h e r m o r e ,  l e t
F : T^ -  T b e  a n  a r b i t r a r y  t h e o r y  map i n t o  t h e  g e n e r a l i z e d  i -
t e r a t i v e  t h e o r y  T. Then  n ^ ( F ( f ) ) + = n ^ ( F ( g ) ) + , p r o v i d e d  t h a tn m
I
P r o o f •Si
I t  f o l l o w s  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  o f  t h e  lemma t h a t
{ n ^ f + I i  G [ n ] } * ( n ^ g + I i  6 [ m] } .  By v i r t u e  o f  Lemma 3 . 1 .  we n m * 1
h a v e  f ( p + l  ) = ph a n d  g ( a + l  ) = a h  f o r  some s u r j e c t i v e  b a s e  
P P
m o r p h i s m s  p : n  -*■ SL a n d  a  : m -*• £ a n d  a  m o r p h i s m  h : £-* A+p 6 1 0 .
W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  we m ay  a s s u m e  p a n d  a  t o  b e  
s u c h  t h a t  l p  *  l a  = 1 .
By v i r t u e  o f  Lemma 1 . 1 .  we o b t a i n  t h a t  t h e r e  e x i s t  
f ' i n ’ - r i+p i n  EG and  s u r j e c t i v e  p ' : n ' - * n  s a t i s f y i n g  
(1 )  p ' f = f ( p ' + l p )  ; ( 2)  f ' = p ' a ' f '  i f  a ’ p ' = l n ; ( 3 )  f o r  a r b i t r a r y
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a:Ä.  - n '  , i f  a  p ' p = l  , t h e n  t h e r e  a r e  b a s e  m o r p h i s m  p ^ , . . . , p n
n ' - n '  w i t h  p 1 p ' p = p , p a n d  n i , p • p a f ’ ( p . +1 ) = n ^ f '  ( i G [ n • Î )
From t h i s ,  and  u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  F i s  a  t h e o r y  m a p ,  by  ( x )
we g e t  F( f  ' ) +=p • pF( h ) +and  F( f ' ) +=pF( f  ) + . H e n c e ,  F ( f ) + = p F ( h ) + .
The p r o o f  o f  F ( g ) += o F ( h ) + i s  s i m i l a r .
H e n c e ,  n * ( F ( f ) ) + » n * p ( F ( h ) ) + = n * a ( F ( h ) ) + = n ^ ( F ( g ) ) + i s  o b t a i n e d .
The  n e x t  s t a t e m e n t  i s  a n a l o g o u s  t o  Lemma 3 . 1 0 .  i n  [ 5 ] .
Lemma 3 . 3 . *i
L e t  f  : n -  n+p 6 EG. T h e r e  e x i s t s  o n e  g : m -  m+p G EG 
which h a s  no  s u p e r f l u o u s  c o m p o n e n t  a n d  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n
n ^ ( F ( f ) ) + = n ^ ( F ( g ) ) + f o r  a n y  g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y  T
a n d  t h e o r y  map F : T^ - T .
P r o o f
F i r s t ,  a s s u m e  t h a t  t h o s e  c o m p o n e n t s  o f  f  w h i c h  a r e  n o t
s u p e r f l u o u s ,  a r e  e x a c t l y  t h e  f i r s t  c o m p o n e n t s  m. I n  t h i s  c a s e ,
( 1 + 0  ) f  c a n  b e  w r i t t e n  a s  g ( l  +0 +1 ) ,  w h e r em n - m '  m n-m p
g : m -  m+p G EG. S i n c e  F i s  a  t h e o r y  map i t  f o l l o w s  t h a t
( 1 m+0n - m ) F ( f )  = F ( g ) ( 1 m+ 0 n -m + 1 p ) ' f u r t h e r m o r e ,
F ( f )  = < F ( g ) ( 1 + 0  +1 ) ,  ( 0 + 1  )F ( f ) > .' ' m n-m p  m n-m
I t  r e s u l t s  f r o m  t h i s  b y  ( I )  t h a t  ( l m+ 0 n _m) ( F ( f ) ) + = F ( g ) + . 
T h i s  i m p l i e s  n ^ ( F ( f ) ) + = n * ( F ( g ) ) + .
I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  l e t  i ^ , . . . , i  b e  a l l  d i f f e r e n t  i n -
i  m
d i c e s  s u c h  t b a t { n  i  j t  G [m] } i s  e x a c t l y  t h e  s e t  o f  n o t  s u p e r ­
f l u o u s  c o m p o n e n t s  o f  f .  We may a s s u m e  t h a t  i ^  = 1 .  L e t  t h e  b i -  
j e c t i o n  p : n -  n s a t i s f y  i fcp = t  f o r  e a c h  t  G [m] . A p p l y i n g
t h e  f i r s t  c a s e  f o r  p '* ' f (p + l  ) ,  we g e t  a  m o r p h i s m  g : m ■* m+p
P
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i n  E0 w h i c h  d o e s  n o t  c o n t a i n  s u p e r f l u o u s  c o m p o n e n t s  a n d  s a t i s ­
f i e s  n ^ ( F ( p  1 f ( p + l p ) ) ) + *= n ^ ( F ( g ) ) + f o r  a n y  t h e o r y  map
F : T -► T .  S i n c e  F i s  a  t h e o r y  map,  b y  t h e  i d e n t i t y  ( F ) ,  t h i sZj
i m p l i e s  n ^ p - 1 ( F ( f ) ) + «= n ^ ( F ( g ) ) + , i . e .  b y  l p  -  1 ,
n * ( F ( f  ) ) + ■= n ^ ( F ( g ) ) + . n m
We a r e  now r e a d y  t o  s t a t e  
T h eo rem  3 . 4 .
L e t  F : E •* T b e  a n  a r b i t r a r y  r a n k e d  a l p h a b e t  map i n t o  a  
g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y  T.  T h e r e  e x i s t s  e x a c t l y  o n e  homo­
m o r p h i s m  F : I  - T  e x t e n d i n g  F ,  i . e .  s u c h  t h a t  F I = F .
2-1 2j
P r o o f
S i n c e  E g e n e r a t e s  T^_, a n d  T^ g e n e r a t e s  , t h e r e  c a n  b e  a t  
m o s t  o n e  F e x t e n d i n g  F .  T h u s ,  we h a v e  t o  show t h e  e x i s t e n c e  o f  
F o n l y .
We know t h a t  t h e r e  i s  a  t h e o r y  map f r o m  T^ i n t o  T ( c o n ­
s i d e r e d  a s  a n  a l g e b r a i c  t h e o r y )  w h i c h  e x t e n d s  F .  L e t  u s  d e n o t e  
t h i s  t h e o r y  map by  F ,  t o o .
D e f i n e  F a s  f o l l o w s :
( i )  P ( n J )  “  n* i f  n  £ 1 ,  i  e  [ n ] ,
( i i )  F ( f ) = n ^ ( F ( a ) ) + i f  a  : n -  n+p  6 EG a n d  f
( i i i ) F ( < f . . . , f n > ) = < F ( f 1 ) , . . . , F ( f n )> i f  n  ф 1 ,  
f ± : 1 -  P-
By T h e o r e m  4 . 1 . 1  o f  [ 4 ]  a n d  lemmas  3 . 2 .  a n d  3 . 3 ,  F i s  a  
m a p p i n g  o f  1 ,^ i n t o  T. By ( i )  a n d  ( i i i )  F | 0 = F | q .
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T a k e  an  a r b i t r a r y  e l e m e n t  f  : 1 •* p  € E . S i n c e  
f  = ( 0 ^ + f ) *  a n d  C ^+f  G E 0 ,  we h a v e  F ( f )  =  n ^ ( F (  ) ) + -=
= n ^ ( 0 1+ F ( f ) ) + = n |  F ( f ) = F ( f ) .  O b s e r v e  t h a t  we h a v e  u s e d  i d e n ­
t i t y  ( C ) .  By ( i i i )  t h i s  r e s u l t s  F |  = F .
By v i r t u e  o f  ( i i i ) ,  F p r e s e r v e s  s o u r c e - t u p l i n g . We now 
p r o v e  t h a t  F p r e s e r v e s  c o m p o s i t i o n .  S i n c e  i t  p r e s e r v e s  s o u r c e -  
- t u p l i n g ,  i t  i s  e n o u g h  t o  show  t h a t  f o r  a n y  m o r p h i s m  f  : 1 -*• p 
a n d  g : p-*q F ( f g )  = F ( f ) F ( g ) .  T h i s  i s  o b v i o u s  i f  f  i s  b a s e ,  
h e n c e  we may a s s u m e  t h a t  f  i s  i d e a l .  O r  e v e n ,  by  a  n o t e  i n  [ 5 ] ,  
we may c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  t h e  c a s e  t h a t  g i s  b a s e ,  o r  i t s  f i r s t  
c o m p o n e n t  i s  i d e a l  a n d  a l l  o t h e r  a r e  b a s e .
F i r s t ,  a s s u m e  t h a t  g i s  b a s e ,  g = p .  We know t h a t  f  = n ^ a + ,
1 + nw h e r e  a  : n -+ n + p  e  E0 .  By (G) f p  = n ( a ( l  + p ) )  ' T h e r e f o r e ,
F ( f  p ) = n ^ ( F (  a ( l n + p ) ) ) + = n ^ ( F ( a ) ( l R+ p ) ) + . On t h e  o t h e r  h a n d  
F ( f  ) p = n ^ ( F ( a ) ) + p,  a n d  t h i s ,  by  a n  a p p l i c a t i o n  o f  ( G ) ,  r e s u l t s  
t h a t  F ( f ) p = n ^ ( f ( a ) ( l n + p ) ) + . H e n c e ,  F ( f p )  = F ( f ) p .
The p r o o f  o f  F ( f g )  = F ( f ) F ( g )  i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  i . e .  t h e  
f i r s t  c o m p o n e n t  o f  g i s  i d e a l  a n d  t h e  o t h e r s  a r e  b a s e ,  i s  s i m i ­
l a r ,  o n l y  a p p l y  i d e n t i t y  ( H ' )  i n s t e a d  o f  ( G) .
F i n a l l y ,  we p r o v e  t h a t  f o r  i d e a l  f  : n ■* n+p we h a v e
( F ( f ) ) + = F ( f + ) .  S i n c e  F i s  a  t h e o r y  map  a n d  by  i d e n t i t y  (B) i t  
i s  e n o u g h  t o  d e a l  w i t h  t h e  c a s e :  n = 1 .
S i n c e  f  i s  i d e a l  t h e r e  e x i s t s  a n  a  : m * m + l + p 6 E0 s u c h  t h a t
f  = n 1 a + . L e t  b  = a ( < 0 , + l  , l , + 0 >  +1 ) ,  c  = <n^,b, b> . By ( J )  m l m  l m p  m
we g e t  f + = + . S i n c e  с  6 E0, i t  f o l l o w s  t h a t
F ( f + ) = n ^ +^ ( F ( e ) ) + . S i m i l a r l y ,  a  r e p e a t e d  a p p l i c a t i o n  o f  ( J )  
y i e l d s  ( F ( f ) ) + = ( пщ ( F ( a  ) )+ )+ = п£+ 1 < п ^ Р ( Ь ) , F ( b ) > + = (F (  c )  )*.
T h i s  e n d s  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  3 . 4 .
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C o r o l l a r y
Theorem  3 . 4  h o l d s  u n d e r  c e r t a i n  w e a k e r  a s s u m p t i o n s ,  t o o .
I n  f a c t  t h e  i t e r a t i o n  n e e d  n o t  b e  d e f i n e d  f o r  a r b i t r a r y  m o r -  
p h i s m s  i n  t h e  t h e o r y  T.  B u t  we r e q u i r e  F t o  be  s u c h  t h a t  i t
b e i n g  c o n s i d e r e d  a s  a  t h e o r y  map F : T -*■ T s h o u l d  s a t i s f y
+ ^
( F ( f  ) ) t o  e x i s t  i n  T t h a t  w h e n e v e r  f  e  E 9 ,  o r  f  = 0 f o r  some
P
p .  F u r t h e r m o r e ,  l i k e w i s e  i n  T h e o re m  3 . 4 ,  we h a v e  t o  r e q u i r e  
t h e  i d e n t i t i e s  (A) t o  (E )  t o  b e  s a t i s f i e d  i n  T i n  t h e  s t r o n g  
s e n s e :  f o r  e v e r y  e v a l u a t i o n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  a n  i d e n t i t y  
e x i s t s  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  e x i s t s ,  a n d  i f  b o t h  
o f  t h e m  e x i s t ,  t h e y  a r e  e q u a l .  T h i s  i s  a l w a y s  t h e  c a s e  i f  T i s  
a n  i t e r a t i v e  t h e o r y  a n d  F ( f )  i s  i d e a l  f o r  e v e r y  f  e  E.
T h e o r e m  3 . 5 .
i s  t h e  g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y  f r e e l y  g e n e r a t e d
by  E.
P r o o f
By v i r t u e  o f  T h eo rem  3 . 4  a n d  s i n c e  1^ i s  a  w e a k  s u b a l g e b ­
r a  o f  R , m o r e o v e r ,  t h e  c a r r i e r s  o f  R a n d  I  c o i n c i d e ,  i t  i s
4-1 L L I
e n o u g h  t o  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t :  f o r  e v e r y  r a n k e d  a l ­
p h a b e t  map F : E ! -*■ T s u c h  t h a t  F(_|_) = ( n ^ )  + , r e m e m b e r  t h a t
J_ = n j + h o l d s  i n  R , t h e  f r e e  e x t e n s i o n  F : I  -  T c o n s t r u c t -
e d  i n  t h e  p r o o f  o f  T h eo rem  3 . 4  i s  a  h o m o m o rp h ism  ( o f  g e n e r a l i z ­
e d  i t e r a t i v e  t h e o r i e s )  f r o m  R^ i n t o  T.
We know t h a t  F p r e s e r v e s  t h e o r y  o p e r a t i o n s ,  i . e .  c o m p o s i ­
t i o n ,  s o u r c e - t u p l i n g  a n d  i n j e c t i o n s .  H e n c e ,  we h a v e  t o  show 
t h a t  F p r e s e r v e s  ( a r b i t r a r y )  i t e r a t i o n .  By i d e n t i t y  (B) an d  
s i n c e  F i s  a  t h e o r y  map, i t  i s  e n o u g h  t o  d e a l  w i t h  s c a l a r  
m o r p h i s m s .
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Take an arbitrary morphism f : 1 - 1+p. If f is ideal then, 
by Theorem 3.4, F(f+) = (F(f))+. Otherwise f is an injection
n*+p. If i = 1 then F(nJ+ ) = F (  (n^+0p) + ) = F(j_+Op ) = РЦ)+ 0p =
= n l  +  ° p ‘ 0 n  t h e  o t h e r  h a n d  ( F ( n ^ + p ) ) + = n^+p - ( n j  + ° p ) +  =
1+= n + 0 . Observe that identity (D) was used. Assume now that 
P
i > 1. Then n!, = 0, + ni 1 . Therefore, by (C),
1 + p  1  p  J
= ■ " Г 1 * n i + p = ( f f , i + P , ) + -
We a r e  now a b l e  t o  p r o v e  t h e  m a in  r e s u l t :
T h e o r e m  3 . 6 .
I d e n t i t i e s  (A) t o  (E )  t o g e t h e r  w i t h  t h o s e  d e f i n i n g  a l g e b ­
r a i c  t h e o r i e s ,  f o r m  a  b a s i s  o f  i d e n t i t i e s  o f  r a t i o n a l  t h e o r i e s .
P r o o f
We h a v e  t o  p r o v e  t h a t  t h e  e q u a t i o n a l  c l a s s  o f  a l l  g e n e r a l i z ­
e d  i t e r a t i v e  t h e o r i e s  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  e q u a t i o n a l  c l a s s  g e n ­
e r a t e d  by  t h e  c l a s s  o f  r a t i o n a l  t h e o r i e s  ( c o n s i d e r e d  a s  un ­
o r d e r e d  t h e o r i e s ) .  B u t  t h i s  c a n  be  d o n e  i m m e d i a t e l y  b y  T h eo rem  
2 . 1  a n d  T h e o re m  3 . 5 .
C o r o l l a r y
c j - c o n t i n u o u s  a l g e b r a i c  t h e o r i e s  w e r e  a l s o  e x a m i n e d  i n  [8 ]  
a n d  [ 9 ] .  T h e s e  a r e  s p e c i a l  r a t i o n a l  t h e o r i e s .  I t  w a s  p r o v e d  b y
[ 8 ]  t h a t  t h e  f r e e  u - c o n t i n u o u s  a l g e b r a i c  t h e o r y  g e n e r a t e d  by e 
e x a c t l y  i s  t h e  t h e o r y  t ”  w i t h  a  c e r t a i n  o r d e r i n g .
EJ_
W hat  i s  i m p o r t a n t  f o r  u s  f r o m  t h i s  f a c t  i s  t h a t  R^ i s  a  s u b ­
a l g e b r a  o f  t ”  . I t  r e s u l t s  f r o m  t h i s  t h a t  t h e  e q u a t i o n a l  c l a s s
L \_
g e n e r a t e d  b y  t h e  r a t i o n a l  t h e o r i e s  e x a c t l y  i s  t h a t  o n e  g e n e r a t ­
e d  b y  t h e  c l a s s  o f  a l l  u - c o n t i n u o u s  t h e o r i e s .  T h e r e f o r e ,  T h e o ­
rem  3 . 6  r e m a i n s  v a l i d  e v e n  i f  r a t i o n a l  t h e o r i e s  a r e  r e p l a c e d
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b y  а - c o n t i n u o u s  t h e o r i e s .  The s am e  h o l d s  f o r  some o t h e r  t y p e s  
o f  c o n t i n u i t y  ( c f . Д - c o n t i n u i t y ) ,  t o o .
A t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h i s  p a p e r  we h a v e  m e n t i o n e d  t h a t  b y  
t h e  a u t h o r ' s  c o n j e c t u r e ,  i d e n t i t i e s  (A) t o  (E )  t o g e t h e r  w i t h  
t h e  d e f i n i n g  i d e n t i t i e s  o f  a l g e b r a i c  t h e o r i e s  f o r m  a  b a s i s  o f  
i d e n t i t i e s  o f  i t e r a t i v e  t h e o r i e s ,  t o o .  T h i s  c o n j e c t u r e  i s  b a s e d  
o n  T h eo rem  3 . 4  a n d  i t s  c o r o l l a r y .  U n f o r t u n a t e l y ,  we do  n o t  
know a n y  d e f i n i t i o n  o f  v a l i d i t y  o f  a n  i d e n t i t y  i n  a  c l a s s  o f  
p a r t i a l  a l g e b r a s  by w h i c h  we c o u l d  p r o v e  T h e o r e m  3 . 6  f o r  i t e ­
r a t i v e  t h e o r i e s ,  a n d  w h i c h  i s  a c c e p t e d  by m a t h e m a t i c i a n s  w o r k ­
i n g  i n  p a r t i a l  a l g e b r a s .
4 .  FURTHER REMARKS
We know t h a t  i d e n t i t i e s  l i s t e d  i n  (A) t o  (E )  a r e  n o t  
c o m p l e t e l y  i n d e p e n d e n t ;  e . g .  i t  w o u l d  b e  s u f f i c i e n t  t o  r e q u i r e  
(A) i n  c a s e  n = 1,  e t c .
On t h e  o t h e r  h a n d  we c o n j e c t u r e  t h a t  a l l  o f  t h e  i d e n t i t i e s  
g r o u p e d  i n  (A) o r  i n  ( B ) e t c .  c a n n o t  b e  o m i t t e d .  A s i m p l i f i c a ­
t i o n  o f  t h e  b a s i s  w i l l  p r o b a b l y  b e  i n t r o d u c e d  i n  a  f o r t h c o m i n g  
p a p e r .
A n o t h e r  n o t e  c o n c e r n s  w i t h  t h e  c o n n e c t i o n  o f  i t e r a t i v e  a n d  
a n d  g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r i e s .  We h a v e  a c t u a l l y  v e r i f i e d  
i n  t h e  p r o o f  o f  T h e o re m  3 . 5  t h a t  Rv i s  t h e  f r e e  g e n e r a l i z e d  
i t e r a t i v e  t h e o r y  g e n e r a t e d  by  I  . R o u g h l y  s p e a k i n g ,  R c a n  b e  
o b t a i n e d  by  a d j o i n i n g  a  new e l e m e n t  j_ t o  I  . I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  
t h i s  r e m a i n s  v a l i d  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t o o :  f o r  e v e r y  i t e r a t i v e  
t h e o r y  T t h e r e  e x i s t s  a  f r e e  g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y  g e n ­
e r a t e d  by T a n d  t h i s  f r e e  t h e o r y  c a n  b e  o b t a i n e d  by  a d j o i n i n g  
a  new e l e m e n t  t o  T. T h i s  h e l p s  u s  t o  p r o v e  a n o t h e r  i n t e r e s t i n g  
s t a t e m e n t .  L e t  T be  a n  i t e r a t i v e  t h e o r y  a n d  a s s u m e  t h a t  T ( 1 , 0 )  
i s  n o n v o i d ,  s a y  J_ e T ( 1 , 0 ) .  T h e n ,  t h e r e  i s  e x a c t l y  o n e  way t o
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e x t e n d  T t o  a  g e n e r a l i z e d  i t e r a t i v e  t h e o r y  s u c h  t h a t  we h a v e
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SIMPLE DETERMINISTIC MACHINES AND THEIR 
LANGUAGES
Ngo T h e  Khanh
S o c i a l i s t  R e p u b l i c  o f  V i e t n a m *
1 .  INTRODUCTION
The  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  a u t o m a t a  a n d  f o r m a l  l a n g u a g e s  
h a s  a  v e r y  d e e p  i n f l u e n c e  o n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e i r  t h e o r i e s .  
A u t o m a t a - t h e o r e t i c  a s p e c t s  i n  s t u d y i n g  f o r m a l  l a n g u a g e s  a r e  
a l s o  r e l a t e d  t o  t h e  t h e o r y  a n d  p r a c t i c e  o f  c o m p i l e r - c o n s t r u c ­
t i o n  f o r  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e s .  From t h e  p r a c t i c a l  p o i n t  o f  
v i e w  i t  i s  q u i t e  n a t u r a l  t o  i m p o s e  some r e s t r i c t i o n s  on t h e  way  
o f  w o r k i n g  o f  l a n g u a g e  p r o c e s s o r s  i n  o r d e r  t o  i n c r e a s e  t h e i r  
e f f i c i e n c y .  A v e r y  i m p o r t a n t  r e s t r i c t i o n  o f  t h i s  k i n d  i s  d e t e r ­
m i n i s m  w h i c h  i s  m e n t  t o  a v o i d  t h e  n e e d  f o r  b a c k - t r a c k i n g  w h i l e  
p r o c e s s i n g  a n  i n p u t  s t r i n g .  D e t e r m i n i s t i c  c o n t e x t - f r e e  l a n g u a ­
g e s  i n t r o d u c e d  b y  S .  G i n s b u r g  a n d  S .  G r e i b a c h  [ 2 ]  i n  1966 
h a v e  i n f l u e n c e d  a  n u m b e r  o f  i n v e s t i g a t i o n s  w h i c h  h a v e  s t i l l  
l e f t  o p e n  some v e r y  i n t e r e s t i n g  p r o b l e m s .  D e t e r m i n i s t i c  c o n ­
t e x t - f r e e  l a n g u a g e s  f o r m  a  p r o p e r  s u b c l a s s  o f  t h e  f a m i l y  o f  
c o n t e x t - f r e e  l a n g u a g e s .  I n  t h e  p a p e r  by  E . P .  F r i e d m a n  [1 ]  a  
f u r t h e r  r e s t r i c t i o n  h a s  b e e n  i n t r o d u c e d ,  n a m e l y  t h e  n um ber  o f  
i n t e r n a l  s t a t e s  o f  d e t e r m i n i s t i c  p u s h d o w n  a u t o m a t a  h a s  b e e n  
l i m i t e d  t o  o n e  w h i c h  g a v e  r i s e  t o  t h e  f a m i l y  o f 4 s i m p l e  c o n t e x t -  
- f r e e  l a n g u a g e s .  T h e s e  l a n g u a g e s  b e a r  a  n u m b e r  o f  i n t e r e s t i n g  
p r o p e r t i e s  e s t a b l i s h e d  i n  [ 1 ]  a n d  [ 3 ] .
* Presently working with the Computer and Automation Institute,
Hungarian Academy of Sciences
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I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r  we e x t e n d  t h e  i d e a s  o f  E . P .  F r i e d m a n  
a n d  d e v e l o p  a  c o m p l e t e  h i e r a r c h y  o f  s i m p l e  d e t e r m i n i s t i c  ma­
c h i n e s  a n d  t h a t  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  l a n g u a g e - f a m i l i e s .  F i r s t ,  
we d e f i n e  s i m p l e  f i n i t e  d e t e r m i n i s t i c  m a c h i n e s  a n d  t h e  r e l a t e d  
s u b c l a s s  o f  r e g u l a r  l a n g u a g e s  w h i c h  i s ,  a t  t h e  same t i m e ,  a  
s u b c l a s s  o f  s i m p l e  c o n t e x t - f r e e  l a n g u a g e s .  A d i r e c t  g e n e r a l i z a ­
t i o n  o f  t h e  s i m p l e  f i n i t e  d e t e r m i n i s t i c  m a c h i n e  l e a d s  u s  t o  t h e  
c o n c e p t s  o f  t h e  s i m p l e  d e t e r m i n i s t i c  p u s h d o w n  m a c h i n e  a n d  t h e  
tw o -m e m o ry  s i m p l e  m a c h i n e .  The c o r r e s p o n d i n g  c l a s s e s  o f  l a n g u a ­
g e s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  d e f i n e d  b y  E . P .  F r i e d m a n  a n d  some 
o f  t h e i r  p r o p e r t i e s  a r e  e s t a b l i s h e d .  A common f e a t u r e  o f  t h e  
l a n g u a g e s  i n  o u r  h i e r a r c h y  i s  t h e i r  p r e f i x - f r e e  p r o p e r t y  w h i c h  
m e a n s  t h a t  n o  i n i t i a l  s u b s t r i n g  o f  a  w o r d  b e l o n g i n g  t o  some 
l a n g u a g e  may b e l o n g  t o  t h e  same l a n g u a g e .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  
f a c t ,  t h a t  w h e n e v e r  a  s i m p l e  m a c h i n e  a c c e p t s  some i n p u t  s t r i n g  
i t  c a n n o t  m ove  an y  f u r t h e r  s i n c e  no  t r a n s i t i o n  i s  d e f i n e d  i n  a n  
a c c e p t i n g  s t a t e .  The  s am e  p r o p e r t y  i s  t r u e  a l s o  f o r  E . P .  F i e d -  
m a n ' s  c l a s s e s  o f  l a n g u a g e s  b u t  i t  i s  n o t  t h e i r  c h a r a c t e r i t i c  
p r o p e r t y .  I n  o u r  c a s e ,  h o w e v e r ,  we show  t h a t  i t  i s  a  c h a r a c t e ­
r i s t i c  p r o p e r t y ,  i . e . , e v e r y  p r e f i x - f r e e ,  d e t e r m i n i s t i c  c o n t e x t -  
- f r e e  l a n g u a g e s  i s  a c c e p t e d  by some s i m p l e  d e t e r m i n i s t i c  p u s h ­
down m a c h i n e  a n d  s i m i l a r l y ,  e v e r y  p r e f i x - f r e e  r e g u l a r  l a n g u a g e  
m u s t  b e  a c c e p t e d  by  some s i m p l e  f i n i t e  d e t e r m i n i s t i c  m a c h i n e .  
F o r  tw o -m e m o r y  s i m p l e  l a n g u a g e s  w h i c h  a r e  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  
c o n t e x t - f r e e  f a m i l y ,  we a r e  n o t  s u r e  b u t  h a v e  a  h o m o m o r p h ic  
c h a r a c t e r i z a t i o n  f o r  t h e m .
2 .  SIMPLE FINITE DETERMINISTIC MACHINE
L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  s t a n d a r d  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f i n i t e  
d e t e r m i n i s t i c  a u t o m a t o n  ( a b b r e v i a t e d  a s  f d - m a c h i n e )  [ 4 ] ;  i . e .  
L e t  M = ( К , E , 6 , q Q, H)  b e  a  f d - m a c h i n e ,  w h e r e  
К i s  t h e  n o n e m p t y  s e t  o f  s t a t e s ,
E i s  t h e  n o n e m p t y  s e t  o f  i n p u t s ,
q Q i s  a n  e l e m e n t  o f  К ( t h e  i n i t i a l  s t a t e ) ,
H i s  a  s u b s e t  o f  К ( t h e  s e t  o f  f i n a l  s t a t e s ) ,
6 i s  a  m a p p i n g  f r o m  KxE t o  К .
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N o t a t i o n .  G i v e n  a  f d - m a c h i n e  M, l e t  I— , o r  I— w h e n  M i s  u n d e r -м
s t o o d ,  b e  t h e  r e l a t i o n  on  К x  E d e f i n e d  a s  f o l l o w s .
F o r  a  6 E a n d  w G E . L e t  q a w l — pw i f  6 ( q , a )  = p .
L e t  I— d e n o t e  t h e  t r a n s i t i v e  c l o s u r e  o f  I—. F i n a l l y ,  we 
d e f i n e  t h e  l a n g u a g e  a c c e p t e d  by  M a s :
L ( M) = {wGE*/ q Qw I—p f o r  some p  G H}
D e f i n i t i o n  ( 2 . 1 . )
a .  / A f d - m a c h i n e  M = ( K , E , 6 , q  , H) i s  c a l l e d  " s i m p l e "
( a b b r e v i a t e d  s f d - m a c h i n e )  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  f u n c t i o n  
6 i s  a  m a p p in g  f r o m  (K -H )xE  t o  К .
b .  / A l a n g u a g e  i s  s a i d  t o  b e  a  s i m p l e  f i n i t e  d e t e r m i n i s t i c
l a n g u a g e  ( s f d - l a n g u a g e ) i f  L = L(M) f o r  some s f d - m a ­
c h i n e  M.
The f a m i l y  o f  a l l  s f d - l a n g u a g e s  i s  d e n o t e d  by £ scj 3 
N o t i c e  t h a t  a  s f d - m a c h i n e  i s  d e f i n e d  s u c h  t h a t  o n c e  
t h e  m o m e n t a r y  s t a t e  i s  a  f i n a l  s t a t e ,  n o  f u r t h e r  i n p u t  
c a n  b e  p r o c e s s e d .  T h u s ,  i f  L i s  a  s f d - l a n g u a g e , t h e n  
L m u s t  b e  p r e f i x - f r e e .  H e n c e ,  i f  x G L a n d  xy  G L, 
t h e n  y  =X ( w h e r e  X i s  t h e  e m p t y  s t r i n g ) ;  a n d  i n  t h i s  
w ay ,  i f  X G L t h e n  L = { \ } .
By t h e  p r e f i x - f r e e  p r o p e r t y  o f  a  s f d - l a n g u a g e ,  we c a n  
e a s i l y  s e e  t h e  f o l l o w i n g :
Lemma ( 2 . 2 )
I f  L i s  a  s f d - l a n g u a g e ,  t h e n  L i s  n o t  a  s f d - l a n g u a g e .
H e n c e ,  t h e  f a m i l y i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  c o m p l e m e n t a t i o n .
T h e o r e m  ( 2 . 3 )
T h e  f a m i l y  i s  c l o s e d  u n d e r  c o n c a t e n a t i o n .
P r o o f
Assume t h a t  L = L(M) a n d  L '  = L ( M ' ) /  w h e r e :
M = ( K , E , 6 , q  , H) ,  M'  = ( K ' , E ' , 6 ' , q Q' , H ' ) a r e  s f d - m a c h i n e s . 
W i t h o u t  t h e  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  we may a s s u m e  t h a t  
К П K' = 0 .
C o n s t r u c t  a  s f d - m a c h i n e  f r o m  M a n d  M' a s  f o l l o w s :
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L e t  M1 = (К 1 # Е 1# ô ^ q ^ H '  ) , w h e r e :
K± = ( К- H )  U K' ,
E-  ^ = E U E '  a n d  6^ i s  d e f i n e d  s o  t h a t :
1 . )  f o r  e v e r y  q  E ( К- H ) ,  a  6 E:
i f  6 ( q , a ) = p ,  t h e n  ô ^ q ^ )  = p ,
w h e r e
P = *\
p i f  p  £ H
q ^  i f  p  E H
2 . )  f o r  e v e r y  q '  6 ( K ' - H ' ) ,  a e  E : 
i f  ô ' ( q ' » a )  = p ' ,  t h e n  6 ^ ( q ' , a ) = P '
3 . )  A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .  I t  i s  e a s i l y  s e e n  
t h a t
w = w^w2 £ L . L ' ,  w h e r e  w-  ^ E L ,  w2 E L '
q o wl  ' й  p  e H' a n d  
q ow2 ' й ' Р ' G H '
<=>
&  {qoWl w2 ' í ^ ;  q ów2 ' i ^ p ' G H '  : W = wl w2 G L ( Ml ) }  
H e n c e ,  t h e  r e s u l t .
T h eo rem  ( 2 . 4 )
The f a m i l y  i s  c l o s e d  u n d e r  i n t e r s e c t i o n .
P r o o f
A ss u m e  t h a t  L = L(M) a n d  L '  = L ( M ' ) ,  w h e r e  
M = ( K , E , 6 , q  , H ) , M' = ( K' , E , 6 ' ,  q ^ , H ' )  a r e  s f d - m a c h i n e s . 
C o n s t r u c t  a  s f d - m a c h i n e  M2 f r o m  M a n d  M' a s  f o l l o w s :
L e t  M2 = ( K2 , E , 6 2 , [ q o , q ^ ] , H 2 ) , w h e r e
K2 = { [ q , q ' ] / q  E K a n d q ' E K ' }
H2 = { [ p , p ' ] / p  E H and p ' E H ' } ^  K2 ,
a n d  6 2 i s  s u c h  t h a t :
1 . )  f o r  e v e r y  a £ E ,  q E K ,  q '  E K ' : , . . ,  . ,1 41 M | 6 ( q , a ) = p ,  a n d
6 9 ( [ q , q ' ] , a )  = [ p , p ' ]  i f f  i
U ( q ' , a )  = p '
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2 . a l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
F i r s t ,  we c a n  e a s i l y  s e e  by  i n d u c t i o n  on  t h e  l e n g t h  
o f  w, w h e r e  w G L*
[ q , q '  t wl —  [ p , p '  ] <=> 
2
q w 1^  p '
q ' w l M'  p '
a n d
T h u s ,
w G L П L '  <=>
<=>
<=>
H e n c e ,  t h e  r e s u l t
' q o w ^  p ,  f o r  p  G H a n d
<
p ' '  f o r  p '  6 H '
{ [ q 0 / q ó ^ wl i ^  [ p / P ' l ,  f o r  [ p , p ' l  g н 2 } 
w g l ( m2 )
T h e o r e m  ( 2 . 5 )
The f a m i l y  i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  u n i o n .
P r o o f
F i r s t ,  we c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  l a n g u a g e :
L -  {a n b / n  à 1} U { a n b b / n  ï 1}.
By t h e  p r e f i x - f r e e  p r o p e r t y  o f  s f d - l a n g u a g e , we can  
e a s i l y  s e e  t h a t  L i s  n o t  a  s f d - l a n g u a g e .
We now p r o v e  t h a t :
L 1 = { a n b / n  £ 1} a n d
L2 = { a n b b / n  £ 1} a r e  s f d - l a n g u a g e s  
P r o v i d e  tw o  s f d - m a c h i n e s  , M2 t h a t  a c c e p t  t h e s e  l a n g u a g e s  
L e t
M1= <K1; { a , b}, 6 2 / qQr ) , w h e r e  :
K1= <q o 'ql'V '
H1= <q h b a n d  i s d e f i n e d  s o  t h a t :
61( q 0 , a ) =ql
61(qx»a) =c q i
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ô j i q j f ь ) = q h
a nd  M2 = ( K2 , ( a , b > , 6 2 , q o , H2 ) ,  w h e r e
K2 = {q o ' q i ' q 2 ' q h } '
H2 = {q^} , a n d  &2 i s  s u c h  t h a t :
62 ( q o ' a ) = q l
62 ( q 1 , a ) = q l
62 ( q 1 , b ) = q 2
62 ( q 2 , b ) = q h
T h u s ,  L^ = L( M1 ) ,  L 2 = Ь(М2 ) a r e  s f d - l a n g u a g e s  s u c h  t h a t  
L 1 U L 2 i s  n o t  a  s f d - l a n g u a g e .
H e n c e ,  t h e  r e s u l t .
3.  SIMPLE MACHINE
D e f i n i t i o n  ( 3 . 1 ) . ( D e f i n i t i o n  ( 2 . 1 . )  i n  [ 1 ] )
a .  ) A s i m p l e  m a c h i n e  i s  a  4 - t u p l e  M = ( E , r , 6 , Z o ) ,  w h e r e
E i s  a  f i n i t e  i n p u t  a l p h a b e t ,
Г i s  a  f i n i t e  p u sh d o w n  a l p h a b e t ,
Zq e  Г i s  t h e  i n i t i a l  p u s h d o w n  s y m b o l ,  
a n d  6 i s  a  m a p p i n g  f ro m  (E u { X} )  x г 
t o  Г* s u c h  t h a t :
f o r  e v e r y  Z G Г e i t h e r  6 ( a , Z )  c o n t a i n s  e x a c t l y  o n e  
e l e m e n t  f o r  e a c h  a  G E a n d  6 ( \ , Z )  i s  u n d e f i n e d ,  o r  
6 ( \ , Z )  c o n t a i n s  e x a c t l y  o n e  e l e m e n t  a n d  6 ( a , Z )  i s  u n ­
d e f i n e d  f o r  a l l  a  G E.
b .  ) A c o n f i g u r a t i o n  o f  M i s  a  p a i r  ( w , a ) ,  w h e r e :  w G E*
i s  t h e  p o r t i o n  o f  t h e  i n p u t  t a p e  r e m a i n i n g  t o  b e  r e a d ,  
a G Г i s  t h e  c u r r e n t  c o n t e n t s  o f  t h e  p u s h d o w n  s t o r e ,  
w h e r e  t h e  t o p  o f  s t o r e  i s  t h e  r i g h t m o s t  s y m b o l  o f  a .
c . ) We d e f i n e  t h e  o p e r a t o r  I— o n  c o n f i g u r a t i o n s  o f  M a s  
f o l l o w s  :
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f o r  e a c h  a  G E , w G E 
i . )  ( a w , a Z ) I -  ( w , a 3  )
i i . )  ( a w , a Z ) I -  ( a w , a  3 )
* z € Г,  a ,  3 G Г*:  
i f f  6 ( a , Z ) = 3 o r
i f f  ó ( \ , Z )  = 3
Ll0t I   r i û n n f  O f h o  f  Г Я П С 1  f  Ú70 r « l  n c n r o  n f  I  
d . ) We s h a l l  b e  c o n c e r n e d  w i t h  a c c e p t a n c e  o f  a n  i n p u t
s t r i n g  b y  em pty  p u s h d o w n  s t o r e .  A c c o r d i n g l y ,  we d e f i n e  
t h e  l a n g u a g e  a c c e p t e d  b y  a  s i m p l e  m a c h i n e  M t o  b e :
L (M) = {w G E* / ( w , Z Q ) I ^ U  X)}
A l a n g u a g e  L i s  s a i d  t o  b e  s i m p l e - c o n t e x t - f r e e  ( s c -  
l a n g u a g e ) i f  L = L(M)  f o r  some s i m p l e  m a c h i n e  M. The 
f a m i l y  o f  a l l  s c - l a n g u a g e s  i s  d e n o t e d  b y  .£ .
T h e o re m  ( 3 . 2 )
a .  ) F o r  e v e r y  s f d - m a c h i n e  M, t h e r e  i s  a  s i m p l e  m a c h i n e  M'
s u c h  t h a t  L ( M ' ) = L ( M ) .
b .  ) T h e r e  i s  a  s i m p l e  m a c h i n e  s u c h  t h a t  L(M^) i s  n o t  a
s f d - l a n g u a g e .
P r o o f
a .  ) L e t  M = ( K , E , 6 , q o , H)  b e  a  s f d - m a c h i n e .  We c o n ­
s t r u c t  a  s i m p l e  m a c h i n e  M' f r o m  M, a s  f o l l o w s :
L e t  M' = ( E , K , 6 ' , q  ) , w h e r e :
6 '  i s  d e f i n e d  s o  t h a t :  
f o r  e a c h  a  G E, q G i n - H ) :
1 .  ) 6 ' ( a , q )  = p  i f f  6 ( q , a ) = p ,
2 .  ) ô ' U / P )  = \  f o r  a l l  p  G H,
3 .  ) a l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
E v i d e n t l y ,  L ( M ' ) = L( M) .
b .  To show p a r t  ( b ) ,  we r e c o n s i d e r  t h e  n o n - r e g u l a r  
l a n g u a g e  ( a l s o  n o n  s f d - l a n g u a g e ) f i r s t  s e e n  i n  [ 5 ] .
L {a n b n / n !£ 1}
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We now p r o v i d e  a  s i m p l e  m a c h i n e  M^ t h a t  a c c e p t s  t h i s  
l a n g u a g e  :
= ( { a , b } , {ZQ, A, В }, 6 1 , Z Q ) ,  
w h e r e  6 ^ i s  a s  f o l l o w s :
1 .  ) 6 1 ( a , Z Q) = В
2 .  ) ô . ( a , B )  = AB
3.  ) ô ^ t ^ A )  = ô ^ b f B )  = X
•
D e f i n i t i o n  ( 3 . 3 ) . ( D e f i n i t i o n  ( 3 . 1 )  i n  [ 1 ] )
a .  ) An e x t e n d e d  s i m p l e  m a c h i n e  ( a b b r e v i a t e d  a s  e s - m a c h i n e )  
i s  a  4 - t u p l e  M = ( E , r , 6 , Z  ) ,  w h e r e  
E i s  a  f i n i t e  s e t  o f  i n p u t  s y m b o l s ,
Г i s  a  f i n i t e  s e t  o f  p u s h d o w n  s y m b o l s ,
Zq G Г i s  t h e  i n i t i a l  p u s h d o w n  s y m b o l ,  
a n d  6 i s  a  m a p p i n g  f ro m  E x Г t o  Г* x { 0 , l ) a n d  
s a t i s f i e s :  f o r  e a c h  a  G E, Z G Г i f  6 ( a , Z )  i s  d e f i n e d ,  
t h e n  6 ( a , Z ) c o n t a i n s  e x a c t l y  o n e  e l e m e n t .
*№ * *
G i v e n  a n  e s - m a c h i n e ,  l e t  I— b e  t h e  r e l a t i o n  on  E x Г
(T h e  s e t  o f  a l l  c o n f i g u r a t i o n s )  d e f i n e d  a s  f o l l o w s  
F o r  Z G T , a , ß  G Г*,  a G E,  w G E* :
( a w , a  Z ) I -  ( w , a ß  ) i f f  ô ( a , Z )  = ( ß , l ) ,  o r
( a w , a Z )  I -  ( a w , a ß )  i f f  6 ( а , Z ) = ( ß , 0 ) .
D e f i n e  I— t o  b e  t h e  t r a n s i t i v e ,  c l o s u r e  o f  I -  .M
b .  An i n p u t  s t r i n g  i s  a c c e p t e d  b y  e s - m a c h i n e  M when t h e  
e n t i r e  t a p e  h a s  b e e n  p r o c e s s e d  a n d  t h e  p u sh d o w n  s t o r e  
i s  e m p t y .  T h a t  i s ,
L(M)  = (w G E * / ( w , Z o ) | ï  U , X ) }
We s a y  t h a t  L i s  a n  e s - l a n g u a g e  i f  t h e r e  e x i s t s  a n  e s -  
- m a c h i n e  M s u c h  t h a t  L = L( M) .
The f a m i l y  o f  a l l  e s - l a n g u a g e s  i s  d e n o t e d  b y « £ e g .
N o t a t i o n
i )  
i i  )
- 2 1 7 -
a .  ) F o r  e v e r y  s i m p l e  m a c h i n e  M, t h e r e  i s  an  e s - m a c h i n e  M'
s u c h  t h a t  L ( M ' ) = L( M) .
b .  ) T h e r e  i s  an  e s - m a c h i n e  s u c h  t h a t  LiM.^) i s  n o t  a
s i m p l e  c o n t e x t - f r e e  l a n g u a g e .
P r o o f
a . )  L e t  M = ( E , Г , 6 , ZQ) b e  a  s i m p l e  m a c h i n e .  C o n s t r u c t  
a n  e s - m a c h i n e  M' f r o m  M a s  f o l l o w s :
L e t  M' = ( E , Г , 6 ' , Z q ) , 
w h e r e  6 '  i s  d e f i n e d  s o  t h a t :  
f o r  e a c h  a  6 E, Z G Г :
1 .  ) i f  6 ( a , Z )  i s  d e f i n e d ,  t h e n  6 ' ( a , Z )  = ( 6 ( a , Z ) , l )
2 .  ) i f  6 ( \ , Z )  i s  d e f i n e d ,  t h e n  6 ' ( a , Z )  = ( 6 ( \ , Z ) , 0 )
f o r  a l l  a  £ E.
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  L ( M' )  = L( M) .
b . ) To show p a r t  ( b ) ,  we r e c o n s i d e r  t h e  n o n - s i m p l e  c o n t e x t s  
- f r e e  l a n g u a g e  f i r s t  s e e n  i n  [ 6 ] :
L = ( a 1 b 1 $ / i  £ 0} U {a 1 d 1 $ i  s 0}
We now p r o v i d e  a n  e s - m a c h i n e  t h a t  a c c e p t s  t h i s  
l a n g u a g e  :
Mj_ = ( ( a , b , d , $ } , { Z 0 , A , B , D } , 6 1 , Z0 )
w h e r e  6^ i s  a s  f o l l o w s :
6 1 ( a , Z Q ) = (AZo , l )
6 1 ( $ , Z Q) = ( X , l )
6 1 ( b , Z Q ) = 6 1 ( d , Z Q ) = ( X , 0 )
6 x ( b , A )  = ( В , 1)
6 1 ( d , A )  = ( D, 1 )
6 1 ( b , B )  = 6 1 ( d , D )  = ( \ , 0 )
6 1 ( $ , B )  = 6j_ ( $ , D)  = U  , 1 )
T h eo rem  ( 3 . 4 ) . (T h e o re m  ( 3 . 2 )  i n  [ l ] )
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L e t  M = ( E , r , 6 , Z )  b e  a n  e s - m a c h i n e  s a t i s f y i n g  t h e  f o l l o w ­
i n g  c o n d i t i o n :
" i f  6 ( a , Z )  = ( 0 , 0 ) ,  t h e n  101 à 1,  w h e r e  a  G E ,  Z G Г " t h e n  
L(M)  i s  a  s c - l a n g u a g e .  ( w h e r e  101 d e n o t e s  t h e  l e n g t h  o f  0 ) .
P r o o f
S i n c e  10! ä 1 ,  we c a n  w r i t e  0 = 0 1Z,  w h e r e  Z G Г 
e  Г*.
C o n s t r u c t  a  s i m p l e  m a c h i n e  M' f r o m  M, a s  f o l l o w s :
L e t  M' = ( E , r , 6 ' , Z o ) ,  w h e r e  6 '  i s  d e f i n e d  s o  t h a t ,  f o r  e a c h  
a  G E , Z G Г :
1 .  ) i f  6 ( a , Z ) = ( 0 , 1 ) ,  t h e n  6 ' ( a , Z )  = 0
2 .  ) T h e r e  e x i s t  Z ^ , .  . . ,  Zn  : (1  й n á I Г ! ) s u c h  t h a t
6 ( a , Z i ) = f o r  i = l , 2 , . . . , (  n - 1  ) , w h e r e  Z = ZJ
Z^ ф Z  ^ f o r  i  î  j  . H e r e  we h a v e  t h r e e  c a s e s  t o  c o n ­
s i d e r  :
2 . a )  i f  6 ( a , Z n ) = (&n / l )  / t h e n  6 ' ( a , Z )  =(  0 . . . 0n ) ;
2 . b  ) i f  6 ( a , Z n ) = ( 0 n z i , O ) ,  w h e r e  i  G { 1 , 2  , .  . . ( n - 1 )}, 
t h e n  6 ' ( a , Z )  i s  u n d e f i n e d ;
2 . c )  i f  6 ( a , Z n ) i s  u n d e f i n e d ,  t h e n  6 ' ( a , Z )  i s  u n d e f i n e d  
t o o .
3 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .  I t  i s  e a s i l y  s e e n
t h a t  L ( M' )  = L ( M) .  H e n ce  t h e  r e s u l t .
N o t i c e ,  t h a t  a  s i m p l e  m a c h i n e  a n d  e s - m a c h i n e  i s  d e f i n e d  s o  t h a t  
o n c e  p u s h d o w n  s t o r e  i s  e m p t y ,  n o  f u r t h e r  i n p u t  c a n  b e  p r o c e s s e d .  
T h u s ,  i f  L i s  a  s c - l a n g u a g e ,  o r  a n  e s - l a n g u a g e ,  t h e n  L m u s t  b e  
p r e f i x - f r e e ,  a n d  by t h e i r  p r e f i x - f r e e  p r o p e r t y ,  we c a n  e a s i l y  
p r o v e  t h e  f o l l o w i n g :
T heorem  ( 3 . 5 ) .
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Lemma ( 3 . 6 ) .
I f  L i s  a  s c - l a n g u a g e  ( o r  e s - l a n g u a g e ) ,  t h e n  L i s  n o t  a 
s c - l a n g u a g e  ( n o t  a n  e s - l a n g u a g e ) .  H ence  e a c h  o f  t h e  f a m i l i e s  
• t s e '  X  e s  -*-s n ° ^  c ^ose<  ^ u n d e r  c o m p l e m e n t a t i o n .
By t h e o r e m s  ( 3 . 4 ) ,  ( 3 . 2 )  a n d  t h e  p r o o f  o f  t h e o r e m  ( 2 . 5 )  
we c a n  e a s i l y  s e e  t h e  f o l l o w i n g :
Lemma ( 3 . 7 ) .
E a c h  o f  t h e  f a m i l i e s  •£ , Л  i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  u n i o n .s c  e s
T h e o re m  ( 3 . 8 ) .  *123
E a c h  o f  t h e  f a m i l i e s  X  , Z  i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  i n t e r -s c  e s
s e c t i o n .
P r o o f
F i r s t ,  we p r o v e  t h a t  t h e  l a n g u a g e  
L = {a n b n c n $ / n è  1} i s  n o t  c o n t e x t - f r e e .  A ssu m e  t h e  
c o n t r a r y ,  a n d  l e t
M = ( K , E , Г , 6 , ZQ, q o , H)  b e  a  p u sh d o w n  a u t o m a t o n  s u c h  t h a t
L = L( M) .  (T h e  d e f i n i t i o n  o f  a p u s h d o w n  a u t o m a t o n  i n  [ 4 ] ) .
We now c o n s t r u c t  a  p u s h d o w n  a u t o m a t o n  M' f r o m  M a s  f o l l o w s
L e t  M' = ( K , E ' , r , 6 ' , Z  , q  , H)  , w h e r e :о о
E '  = E -  {$}
a n d  6 '  i s  d e f i n e d  s o  t h a t :  f o r  e a c h  q G K, Z G Г ,
d G E '  :
1 .  ) ( p , a ) 6 6 ' ( q , d , Z )  i f f  ( p , a ) G 6 ( q , d , Z ) ,  w h e r e  p G K,
*a G Г ;
2 .  ) I f  ( p , a  ) G 6 ( q , $ , Z ) , t h e n  ( p , a )  G 6 ' ( q , , Z ) , w h e r e
p G K ,  a G  Г ;
3 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
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I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t :
L ( M ' ) = { a n b n c n / n £ 1} .
B u t  i t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  {anb n c n / n  à 1} i s  n o n - c o n t e x t  f r e e  
( s e e  e . g .  i n  [ 4 ] ) ,  a n d  t h u s  L = { an b n c n |  / n i? 1} c a n n o t  b e  c o n -  
t e c t - f r e e  e i t h e r .  Now l e t
= ( a n b n c i $ / n  £ 1 ,  i  à  1} , an d
L2 = ( a ^ b n c n $ / n  ä 1 ,  i  s  1}
E v i d e n t l y ,  L = П L 2 . We p r o v e  t h a t  L ^ ,  L 2 a r e  s c -  
- l a n g u a g e s .  P r o v i d e  t w o  s i m p l e  m a c h i n e s  , M2 t h a t  a c c e p t  
t h e s e  l a n g u a g e s :
and
M1
= ( ( a , b ,  c
6 1 ( a , ' Zo) = CA
6 1 ( a , -A) = AA
6 1 (b , -A) = X
6 1 ( c , -C) = C
Ô1 ( $ ,rC) = X
M2
= ( {a , b ,  c
6 2 ( a , ' V = A
6 2 ( a , ■ A) = A
6 2 (b,■ A) = CB
6 2 ( b  j-B) = BB
6 2 ( C (-B) = X
6 2 ( $ , C) = X
w h e r e ô ^  i s :  
s u c h  t h a t
w h e r e  6 2 i s :  
s u c h  t h a t
T h u s ,  L ^ , L 2 a r e  s c - l a n g u a g e s  ( a n d  a r e  a l s o  e s - l a n g u a g e s ) s u c h  
t h a t  1^ Л L2 i s  n o t  a  s c - l a n g u a g e  ( s i n c e  n L2 i s  n o n - c o n t e x t  
f r e e ,  h e n c e  Л L2 i s  a l s o  n o t  a n  e s - l a n g u a g e ) .
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E a c h  o f  t h e  f a m i l i e s  X ,X i s  c l o s e d  u n d e r  c o n c a t e n a -s c  e s
t i o n .
P r o o f
F i r s t  c o n s i d e r  X :s c
A ssu m e ,  t h a t  L = L( M) ,  L '  = L ( M ' ) /  w h e r e
M = ( E , Г , 6 , Zq ) ,  M'  = ( E '  , Г ' , 6 ' , Z^ ) a r e  s i m p l e  m a c h i n e s .
W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  we may a s s u m e  a g a i n  t h a t :
i . ) Г П Г ' = 0  ;
i i .  ) Zq 0  6 ( a , Z )  f o r  a  6 E U{ \ } ,  Z 6 Г s u c h  t h a t  6 ( a , Z )
i s  d e f i n e d .  (Assume t h e  c o n t r a r y ,  t h e n  we c a n  i n ­
t r o d u c e  a  new i n i t i a l  p u s h d o w n  s y m b o l  ZQ a n d  t a k e  
t h e  new m a c h i n e
M =  ( E , Г U{Z } , 6 , Z  ) , w h e r e  6 ( a , Z  ) = 6 ( a , Z  ) a n d  '  о  о  о о
6 ( a , Z )  = б ( а , Z ) f o r  a l l  Z G Г,  a  G E U { \ } ) .
C o n s t r u c t  a  s i m p l e  m a c h i n e  f r o m  M a n d  M' a s  f o l l o w s :  
L e t  = ( E 1 , r 1 , 6 1 , Zo ) ,  w h e r e :
E j  = E U E '
г 1 = Г U Г '
a n d  6^ i s  d e f i n e d  s o  t h a t :  f o r  e a c h  a  G E.  ^ U{\ }
Z G r - { Z Q} , Z'  G Г '  :
1.  i f  6 ( a , Z  ) = a ,  t h e n  6 . ( a , Z  ) = Z^ a ;
2.  i f  6 ( a , Z )  = a ,  t h e n  6 ^ ( a , Z )  = a ;
3.  i f  6 ' ( a , Z ' )  = a ' ,  t h e n  6 ( a , Z ' )  = a ' ;
4 .  A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
We now p r o v e
L(M ) = L L '
L e t  w = w 1w2 , w h e r e  w^ G E , w^ G E '  ;
T h e o re m  ( 3 . 9 ) .
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Гw = w^w2 € L L '
Lw h e r e  w.  ^ £ L ,  w 2 £ L '
<=>{
(w 1,Zq) I- ( \ , X )  , and 
/ w2 ' Zó  ^ 1 ^ f ^ )
<=> { ( W1W2 / ZQ ) !j ^ - ( w2 f z ó )  }
<=> w G L(M )
H en ce  t h e  r e s u l t .
Now we c o n s i d e r L e s
L e t  L = L(M) a n d  L '  = L( M' ) #  w h e r e
M = ( E , Г , 6 , Zq ) ,  M'  = ( E ' , Г ' , 6 ' , Z ^ ) a r e  e s - m a c h i n e s .
S i m i l a r l y ,  we may a s s u m e  a g a i n  t h a t
i . ) Г П Г ~ 0 an d
i i .  ) i f  6 ( a , Z )  = ( a , i  ) , w h e r e  a  G E,  Z e r ,  i  £ { 0 , 1 }
t h e n  Z £ a о
C o n s t r u c t  an  e s - m a c h i n e  M2 f r o m  M a n d  M ' , a s  f o l l o w s :
M2 = ( E 2 , Г2 , 6 2 , Zq ) , w h e r e
E 2 = E U E'
г 2 = г и г '
a n d  ô„ i s  s u c h  t h a t :  f o r  e a c h  a  £ E,  Z G Г -{Z  },2 о
Z '  G Г'  :
1 .  ) i f  6 ( a , Z Q ) = ( a , i ) ,  w h e r e  a G Г* , i  G { 0 , 1 } ,  t h e n
Ô 2 ( а , Zq ) = ( Z ^ a , i ) ;
2 .  ) i f  ó ( a , Z )  = ( a , i ) ,  w h e r e  a G Г*,  i  £ { 0 , 1 } ,  t h e n
б 2  ( а , Z ) = ( a  , i  ) ;
3. ) i f  6 ' ( a , Z ' )  = ( a ' , i ) ,  w h e r e  a '  G Г ' * ,  i  G { 0 , 1 } ,  t h e n
^ 2 ( а  ' ^ ' ) = ( a  ’ ' i  ) '•
4.  A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n  a r e  u n d e f i n e d .
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  L(M2 ) = L L ' .
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SIMPLE DETERMINISTIC PUSHDOWN MACHINE
К
Г
L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  s t a n d a r d  d e f i n i t i o n  o f  a  d e t e r m i n i s t i c  
p u s h d o w n  a u t o m a t o n  ( a b b r e v i a t e d  a s  d p - m a c h i n e ) [ 2 ] .
T h a t  i s :
L e t  M = ( К , £ , Г , ó , q  , ZQ, H ) , w h e r e :
£ i s  a  f i n i t e  s e t  o f  i n p u t  s y m b o l s ,  
i s  a  f i n i t e  s e t  o f  s t a t e s ,  
i s  a  f i n i t e  s e t  o f  p u s h d o w n  s y m b o l s ,  
i s  a n  i n i t i a l  s t a t e  ( a n  e l e m e n t  o f  K ) ,  
i s  a n  i n i t i a l  p u sh d o w n  s y m b o l  ( a n  e l e m e n t  o f  Г ) ,  
i s  a  s u b s e t  o f  К ( t h e  s e t  o f  f i n a l  s t a t e s ) ,  a n d  
i s  a  m a p p i n g  f r o m K x (£  U { \  } ) x Г t o  К x Г , a n d  
s a t i s f y  :
f o r  e a c h  q  G K, Z G Г: e i t h e r  ó ( q , a , Z )  c o n t a i n s  e x a c t l y  
o n e  e l e m e n t  f o r  a  G £ a n d  6 ( a , \ , Z )  i s  u n d e f i n e d ;  o r  
6 ( q , \ , Z )  c o n t a i n s  e x a c t l y  o n e  e l e m e n t  a n d  6 ( a , q , Z )  i s  u n ­
d e f i n e d  f o r  a l l  a  G £ .
H
6
N o t a t i o n
G i v e n  a  d p - m a c h i n e  M, l e t  177 o r  I— when M i s  u n d e r s t o o d ,M
b e  t h e  r e l a t i o n  on  К x £* x г d e f i n e d  a s  f o l l o w s :  
f o r  q , p G K, a G  £ U { \ ) ,  Z G Г,  a ,  ß G Г * :
l e t  ( q , a w , a Z )  I— ( p , w , a ß )  i f f  6 ( q , a , Z )  = ( p , ß ) ,  a n d  d e f i n e l  
t o  be  t r a n s i t i v e ,  c l o s u r e  o f  I— .
F i n a l l y ,  we d e f i n e  t h e  l a n g u a g e  a c c e p t e d  b y  M a s :
L(M) = {w G £ * / ( q o , w , Z Q ) 1^ ( p , X , a ) , w h e r e  p G H,
a G Г* }
D e f i n i t i o n  ( 4 . 1 ) .
a . ) A d p - m a c h i n e  M = ( K , £ , Г, 6 , q  , Z , H) i s  c a l l e d  a
s i m p l e  ( a b b r e v i a t e d  a s  s d p  -  m a c h i n e )  i f  a n d  o n l y  i f
t h e  6 i s  a  m a p p i n g  f r o m  ( К- H)  x (£ U { \ } )  x Г t o  
*K x Г
SI
*
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b .  ) An i n p u t  s t r i n g  i s  a c c e p t e d  b y  t h e  s d p - m a c h i n e  M when 
t h e  e n t i r e  t a p e  h a s  b e e n  p r o c e s s e d  a n d  t h e  m o m e n ta r y  
s t a t e  i s  a n  a c c e p t i n g  s t a t e ,  a n d  t h e  p u s h d o w n  s t o r e  i s  
e m p t y .  T h a t  i s ,
L( M)  = {w € E* / ( q o , w , Z Q ) l ^ ( p , \ , \ )  f o r  some p e H}
A l a n g u a g e  L i s  s a i d  t o  b e  s i m p l e  d e t e r m i n i s t i c  c o n -  
t e x t - f r e e  ( a b b r e v i a t e d  a s  s d c - l a n g u a g e ) i f  L = L( M) ,  
f o r  some s d p - m a c h i n e  M. F i n a l l y ,  t h e  f a m i l y  o f  a l l  
s d c - l a n g u a g e s  i s  d e n o t e d  b y £ s d 2 * I t  i s  e a s i l y  s e e n  
t h a t :  i f  L e £ s d 2 , t h e n  L m u s t  b e  p r e f i x - f r e e .
T h eo rem  ( 4 . 2 )
a .  ) F o r  e v e r y  e s - m a c h i n e  M t h e r e  i s  a  s d p - m a c h i n e  M' s u c h
t h a t  L ( M ' ) = L ( M) .
b .  ) T h e r e  i s  a s d p - m a c h i n e  s u c h  t h a t  Ь (М ^)  i s  n o t  a n  -
e s - l a n g u a g e .
P r o o f
a . )  L e t  M = ( E , Г , 6 , Zq ) b e  a n  e s - m a c h i n e .  W i t h o u t  l o s s  
o f  g e n e r a l i t y  we may a s s u m e  a g a i n  t h a t :  
i f  6 ( a , Z ) = ( a , i  ) ,  f o r  а  E E , Z 6  Г , i G { 0 , l } ,  
t h e n  Zq ÿ a
C o n s t r u c t  a  s d p - m a c h i n e  M' f r o m  M, a s  f o l l o w s :  
l e t  M' = ( K , E , Г ' , 6 ' , q Q, Z Q, H ) , w h e r e
К = {qo , q h > U ( q a / a  6  E} ,
4 o ' 4 h  * {4 a / a  e 
H = ( q h >,
Г ' = Г U { $} w h e r e  $ ^ r 
a n d  6 ' i s  s u c h  t h a t :  
f o r  e a c h  a  G E ,  Z e r - { Z Q}:
w h e r e
1. ) i f  6 ( a , ZQ ) = ( a , 1 ), t h e n  6 t q o , a , z 0 ) = (qQ, $ a )  ;
2 .  ) i f  6 ( а , ZQ ) = ( a , 0 ) ,  t h e n  6 ’( q o , a , Z o ) = ( q a , $ œ)  ;
3. ) i f  6 'a, Z ) = ( a , 1 ) , t h e n  6’( q Q, a ,  Z ) = ( q Q, a ) ;
4 .  ) i f  6 ( a , Z )  = ( a , 0 ) , t h e n  6 ’( q_ , а , Z ) = (q  , a ) ;О d
5 .  ) 6 *( q , \ , Z )  = 6 ’ ( q , а , Z ) f o r  a l l  a  £ E,  Z G r - { Z  }3. о о
s u c h  t h a t  6’( q o » a , Z )  i s  d e f i n e d ;
6 .  ) 6 ’ ( q Q, X , $ )  = ( q h , X );
7 .  ) a l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t :  f o r  a  G E,  w G Г * ,  Z G f - f Z ^ :
( a w , a Z ) (w,ß)<?=£ ( q o , a w , $ a Z )  1^, ( q Q , w , $ ß ) .
H e n c e ,  we c a n  e a s i l y  p r o v e  b y  i n d u c t i o n  on  t h e  l e n g t h  o f  w:
( w , Z Q) ' J  <=> ( qQ fw / ZQ ) Ijÿ ( q Q, X , $ a )
T h u s ,  w G L(M) <f=> .( w , Zq ) 1^ ( X , X )
( qQ / w , ZQ ) I jjj, ( q QrX , $ ) I ( q ^  r X, X)
<4> w G L( M' )
H e n c e ,  t h e  r e s u l t s
b .  To show p a r t  ( b ) ,  we r e c o n s i d e r  t h e  non e s - l a n g u a g e ,  
f i r s t  s e e n  i n  [3  ]
L = { a ^ b a ^ b / i  à 1} U { a i c a i c / i  ä 1}
We now p r o v i d e  a  s d p  m a c h i n e  t h a t  a c c e p t  t h i s  l a n g u a g e
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~ ( K , { a , b , c } , r , 6 j , q o , Zo , H) , w h e r e
К = { q o ^ b ' ^ c ' V '
H = {qh },
Г = {Zq , A} ,  a n d
6 i s  d e f i n e d  s o  t h a t
1 .  ) 66i ( q o , a , Z Q ) = ( q Q,AAA)
2 .  ) 661( q o , a ,A) = ( q Q,AA)
З а . Э б б ^ ^ ^ А )  = (qb , \ )
3b . )  661( q o , c , A )  = ( q c ' X)
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4a.  )бб^( q b , а , А)
4b . )66  ( q  , а , А )  
1 C
5 a . ) 5 6 ^ v' q b , b , A )
5b . ) 6 6 i ( q c , CfA)
( q b / x )
( q C ' x )
( q h » * ) 
( q h / \ )
By t h e  p r e f i x - f r e e  p r o p e r t y  o f  a  s d c - l a n g u a g e , we c a n  e a s i l y  
s e e  f o l l o w i n g :
Lemma ( 4 . 3 ) .
I f  L i s  a  s d c - l a n g u a g e ,  t h e  L i s  n o t  a  s d c - l a n g u a g e .  
H e n c e ,  t h e  f a m i l y  *£sd 2  i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  c o m p l e m e n t a t i o n .
By t h e o r e m  ( 4 . 2 )  a n d  t h e  p r o o f  o f  t h e o r e m  ( 3 . 8 ) ,  we c a n  
e a s i l y  p r o v e  f o l l o w i n g  
Lemma ( 4 . 4 ) .
The  f a m i l y  .£ i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  i n t e r s e c t i o n .  2 s d 2
By t h e o r e m s  ( 3 . 2 ) , ( 3 . 4 ) , ( 4 . 2 )  an d  t h e  p r o o f  o f  t h e o r e m  ( 2 . 5 ) ,  
we c a n  e a s i l y  s e e  f o l l o w i n g .
Lemma ( 4 . 5 ) .
The f a m i l y  X. i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  u n i o n .  2 s d 2
Lemma ( 4 . 6 ) .
The  f a m i l y  *^s d 2 i s  c l o s e d  u n d e r  c o n c a t e n a t i o n .
P r o o f
A ssum e  t h a t  L , L ' a r e  a c c e p t e d  by  tw o  s d p - m a c h i n e s : 
M = ( K , E , r , 6 , q 0 , Z 0 ,H)
M'  = ( К ' , E ' , Г ' , 6 ' , q ^ , Z ^ , H ' ) .
W h i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  we may a s s u m e  a g a i n  t h a t :
i .  ) К П К'  = Г П Г #= 0 and
i i .  ) F o r  e a c h  q 6 K, q G E U { \ } ,  Z G Г: i f
6 ( q , a , Z )  =  ( p , a ) ,  t h e n  Z q  £  a .
We now c o n s t r u c t  a s d p - m a c h i n e  f r o m  M and  M ' , a s  f o l l o w s ;  
Mj_ = ( K 1 , E 1 , r i , 6 1 , q o , Z o , H'  ) , w h e r e
K: = К U K' ,
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E x = E U E ' ,
Гj  = г и г ' ,  an d  i s  s u c h  t h a t :
f o r  e a c h  a  G E U { \ } ,  q G К- H ,  q '  G K ' - H ' ,  Z 6 r - { Z Q},  Z'  6 Г' :
1 .  ) i f  6 ( q o , a , Z o ) = ( p , a  ) t h e n  6 1 ( q o , a f Zo ) = ( p , Z £ a )
2 .  ) i f  6 ( q , а , Z ) = ( p , a ) ,  t h e n  6 1 ( q , a , Z )  = ( p , a )
3 .  ) i f  6 ' ( q ' , a , Z ' )  = ( p ' , a ' ) ,  t h e n  6 ^ ' , а , г '  ) = ( p ' , a ' ) :
4 .  ) F o r  a l l  p 6 H: ó ^ p ^ Z ^ )  = ( q ^ Z ^ ) ;
5 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
"P rove :  LÍ Mj )  = L L '  ,
l e t  w = w ! w 2 ' w“ e r e  w i  £ £ r w 2 6 £ .
W = 4 ^ 2  G L L ' ,  w h e r e  w 1 G L,  w2 6 L '
r ( q Q/W1 , Z o ) l ^ ( p , \ , \ ) , f o r  p G H,  a n d
V ( c? ó ,W2 ' Zó ) ' й ^ р ' , X , X )  ' f o r  p ' 6 H'
<=> { ( q 0 ' Wlw2 , z o ) I j ^ ( p , w 2 , z ^ ) \ ^ ~  ( q ; , w 2 , z (^ ) i í í - ( p '  , \ , \ ) , f o r  p ' e  H' } 
<=> w e  ь ( м х )
H e n ce  t h e  r e s u l t .
T h e o r e m  ( 4 . 7 ) .
The i n t e r s e c t i o n  o f  a  s d c - l a n g u a g e  L a n d  a  s f d - l a n g u a g e  L '  
i s  a  s d c - l a n g u a g e .
P r o o f
L e t  L = L (M) ,  L '  = L ( M ' ) ,  w h e r e :
M = ( К , E , Г , 6 , q  , ZQ, H)  i s  a  s d p - m a c h i n e ,
M' = ( К ' , E , 6 ' , q ^ , H' ) i s  a  s f d - m a c h i n e .
C o n s t r u c t  a  s d p - m a c h i n e  f r o m  M a n d  M ' , a s  f o l l o w s :
L e t  M2 = ( K2 , E , r , ó 2 , [ q o , q ó ] , Z o , H2 ) ,  w h e r e
K2 = { [ q , q , j /  q  G К a n d  q '  G К ' } /
H2 = { [ p , p ' ] /  P G H a n d  p '  G H ' } ,
a n d  6 j  i s  d e f i n e d  s o  t h a t :
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f o r  e a c h  a  G E , q G К- H ,  q '  G K ' - H ' ,  Z <^Г( д ^ 2 )  = (pf (x)
1 . )  6 2 ( [ q , q ' ] , a , Z ) = ( [ p , p ' ] » a )  i f f uô * ( q ' » a )  = p '
a n d
2 .  ) 62 ( [q,q'] , \ , Z ) = ([p,q'],a)iff 6 ( q , \ , Z )  = (p,a)
3 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  f o r  e a c h  a  G ZV q  G K, q ' G K' :
( tq,q' ] ,a,a) bp ([p,p']/X,ß) >
2
I ( q ,  a  , и (P? X » 3 ) »
a n d  q ' a  I jj, p #
H e n c e ,  we c a n  e a s i l y  p r o v e  by  i n d u c t i o n  o n  t h e  l e n g t h  o f  w;
( [ q Q л ] , w , z q ) I [ p , p '  ] ,  a , о )
l( q 0 ' w ' Z0 ) ’m ( P ' x ' a ) '
a n d  q  ' w I —, p 1 -o M ^
T h u s , w G L П L '
| ( q o ' w ' Zo ) ’й ( р , х , х  ) ' f o r  P e  H, 
a n d  q^w | J ,  p '  , f o r  p '  G H'
<=•> ( (  [ q Q, q Q ] , w , Z Q ) l ~ (  [ p , p '  ] , f o r
[p , p ' ]  e h2>
<*=■> w g l (m2 ) .
Hence  t h e  r e s u l t .
T h e o r e m  ( 4 . 8 ) .
E v e r y  s d c - l a n g u a g e  L c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  
L = Ь (Ь ^  П L2 ) ,  w h e r e  h i s  a  h o m o m o r p h i s m ,  a n d  i s  a  s f d - l a n
g u a g e ,  L2 i s  a  s c - l a n g u a g e .
P r o o f
A ssu m e  t h a t  L i s  a c c e p t e d  b y  s p d - m a c h i n e :
M = ( K , E , r , 6 , q Q , Z o , H) .
F i r s t ,  c o n s t r u c t  a n  a u x i l i a r y  s p d - m a c h i n e  M' f r o m  M a s  f o l l o w s  
L e t  M' = ( К, E '  , Г , 6 ' , q Q, Z , H ) , w h e r e
E ' = E U E x f o r  L 1 = {e  |- z ] / q  G ( К- H ) ,  Z G Г
s u c h  t h a t  6 ( q , \ , Z )  i s  d e f i n e d } ,  a n d
6 '  i s  s u c h  t h a t :
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f o r  e a c h  a  € E, q  G ( К- H ) ,  Z G г
1. ) 6'(q,a,Z) = (p,a) iff 6(q>a,Z) =(p,a)
2 .  ) i f  ( q , \ , Z )  = ( p , a  ) ,  t h e n  6 ' ( q , e^ ^z j , Z ) = ( p , a ) ;
3 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t :
i .  ) F o r  a l l  q G K, Z G Г: 6 ' ( q , \ , Z )  i s  u n d e f i n e d
i i .  ) L = h ( L i M ' ) )  f o r  h.^ i s  a h o m o m o r p h i sm  o f  E ' i n t o  E
s u c h  t h a t  :
h 1 ( a )  =
i f  a  g E 
i f  a  G E.
We now c o n s t r u c t  tw o  m a c h i n e s  M1#M2 f r o m  M ' f a s  f o l l o w s :  
L e t  Mx = (K2 , E 2 , 6 1 , q o , H ) / and
w h e r e  :M2 ”  ( E2 ' Г2 ' 62 / Z o ) '
E2 = E'  U E "  , f o r  Z "  = { x [ q , a ] / q  G ( К - И) ,  Z G Г}
a n d  E'  П Z "  = 0
K2 = K U { [ q , Z ] / q  G ( К - Н ) ,  Z G Г}
Г2 = Г U { [ q , Z ] / q  G (К- H)  , Z G Г)
a n d  б , 6 2 a r e  s u c h  t h a t :
f o r  e a c h  a  G E ' ,  q G (К- H ) ,  Z G Г :
b) 6l(q'х[q,Z]} = [q'Z]
62 ( * [ q , Z ] ' Z) = [ q ' Z] Г б 1 ( [ q , Z ] , a )  = p ,  a n d
2 . )  i f  6 ' ( q , a , Z )  = ( P , a ) ,  t h e n  ^ a f  [ q , z ] ) = a
3 . /  A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .  
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t ,
i s  a  s f d - m a c h i n e ,
M2 i s  a  s i m p l e m a c h i n e
L e t  h 2 b e  t h e  h o m o m o r p h i sm  o f  e 2
f a i f  a  G E '
h ? ( a )
l  \ i f  a  G Z "
We now p r o v e :  L ( M ' ) = h 2 ( L j  n l 2 )
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t h e r e  e x i s t  u , , . . . , u  G E "  s u c h  t h a t
J 1 * n<=> \  c ^ U j a j .  . - u n a n  l g -  p ,  f o r  p e  H, a n d
( u l a r - - u n a n ' Zo> ^  U ' X)
Ф=>> { T h e re  e x i s t  u . , . . . , u  G E "  s u c h  t h a t  u . a . .l n 11
£ L1 П
.u  a  G n n
T h u s ,  L( M'  ) = h 2 ( L2 П L2 ) .
We now c a n  e a s i l y  s e e  t h a t  L = h ( L  n L » ) ,  f o r  h i s  aI z
h o m o m o r p h i s m  o f  E2 i n t o  E,  s u c h  t h a t :
Г a i f  a  G E 
h ( a ) = |
I  \  i f  a  G L 1 U E "  .
H e n c e ,  t h e  r e s u l t .
By t h e o r e m  ( 4 . 8 )  a n d  t h e o r e m  ( 3 . 2 ) ,  we c a n  e a s i l y  s e e  t h e  
f o l l o w i n g  :
C o r o l l a r y  ( 4 . 9 )
E v e r y  s c d - l a n g u a g e  L c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  fo rm  L = 
= П L2 ) , w h e r e  h  i s  a  h o m o m o r p h i sm ,  a n d  L ^ ,  L 2 a r e  two
s c - l a n g u a g e s .
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5. TWO-MEMORY SIMPLE MACHINE
D e f i n i t i o n  ( 5 . 1 ) .
a .  ) A tw o -m e m o ry  s i m p l e  m a c h i n e  ( a b b r e v i a t e d  a s  t s - m a -
c h i n e )  i s  a  6 - t u p l e :
M = ( Е , Г , Г ' , 6 , Z o , Z^ )  , w h e r e
E i s  a  f i n i t e  s e t  o f  i n p u t s ,
Г a n d  Г ' a r e  tw o  f i n i t e  s e t s  o f  p u s h d o w n  s y m b o l s ,
Z 6 Г a n d  Z '  G Г '  a r e  tw o  i n i t i a l  s y m b o l s  o f  twoо о
p u sh d o w  s t o r e s ,  a n d
6 i s  a  m a p p i n g  f r o m  Г x (E U { \ } ) х Г '  t o  Г* x Г*',
a n d  s a t i s f y :  f o r  e a c h  Z G Г, Z G Г '  e i t h e r  ô ( Z , a , Z ' )  
c o n t a i n s  e x a c t l y  o n e  e l e m e n t  f o r  a  G E,  a n d  
6 ( Z , \ , Z ' )  i s  u n d e f i n e d ;  o r  6 ( Z , \ , Z ' )  c o n t a i n s  e -  
x a c t l y  o n e  e l e m e n t  a n d  6 ( Z , a , Z ' )  i s  u n d e f i n e d  f o r  
a l l  a  G E.
b .  ) A c o n f i g u r a t i o n  o f  M i s  a  t r i p l e  ( a , w , a ' ) /  w h e r e :
w G E* i s  t h e  p o r t i o n  o f  t h e  i n p u t  t a p e  r e m a i n i n g  t o  
b e  r e a d .
a  G Г ( s i m i l a r l y ,  a '  G Г ') i s  t h e  c u r r e n t  c o n t e n t s  
o f  t h e  p u sh d o w n  s t o r e  [ Г ] ( a n d  [ Г '  ] ) ,  w h e r e  t h e  
t o p  o f  t h e  s t o r e  [Г]  ( a n d  [ Г ' ] )  i s  t h e  r i g h t m o s t  
s y m b o l  o f  a ( a n d  a ' )
c .  ) We d e f i n e  t h e  o p e r a t o r  I— on c o n f i g u r a t i o n s  o f  M a s
f o l l o w s :  f o r  e a c h  a  G E, w G E*,  Z G Г, Z '  G Г ' , a ,
3 G Г * , a '  , 3 '  G Г ' *  :
i )  ( a Z , a w , a ' Z ' ) I ^ ( a 3 , w , a ' 3 ' ) i f f  6 ( Z , a , Z ' )  = ( 3 , 3 ' ) ,
o r
i i )  ( a Z , a w , a ' Z ' ) l j ^ ( a 3 , a w , a ' 3 ' )  i f f  6 ( Z , Л., Z '  ) = ( 3 / 3 ' )
L e t  I~  d e n o t e  t h e  t r a n s i t i v e ,  c l o s u r e  o f  I— .M M
d .  ) We s h a l l  b e  c o n c e r n e d  w i t h  a c c e p t a n c e  o f  a n  i n p u t
t a p e  by  e m p ty  p u s h d o w n  s t o r e s .  A c c o r d i n g l y ,  we d e f i n e
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t h e  l a n g u a g e  a c c e p t e d  b y  a  t s - m a c h i n e  M t o  b e :
L( M)  = {W G E * / ( Z o f w , Z £ ) l £ ( \ r \ #\ ) }
A l a n g u a g e  L i s  s a i d  t o  b e  a  tw o -m em o ry  s i m p l e  co n  t e x t  -  
- f r e e  l a n g u a g e  ( a b b r e v i a t e d  a s  t s - l a n g u a g e  ^ i f  L = L(M), 
f o r  some t s - m a c h i n e  M. The  f a m i l y  o f  a l l  t s - l a n g u a g e s  
i s  d e n o t e d  X t s . I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t :  i f  L i s  a  t s -  
- l a n g u a g e ,  t h e n  L m u s t  b e  p r e f i x - f r e e .
T h e o re m  ( 5 . 2 )
a .  ) F o r  e v e r y  s d p - m a c h i n e  M t h e r e  i s  a  t s - m a c h i n e  M' s u c h
t h a t  L ( M' )  = L ( M).
b .  ) T h e r e  i s  a  t s - m a c h i n e  s u c h  t h a t  L( M1 ) i s  n o t  a  s d c -
- l a n g u a g e .
P r o o f
a . )  L e t  M = ( K , £ , Г , 6 , q Q, Z , H) b e  a  s d p - m a c h i n e .  W i t h o u t  
l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  we may a s s u m e  a g a i n  t h a t :  f o r  
q G K , a  G E U { X } , Z G Г , i f  
ô ( q , a , Z )  = ( p , a ) , t h e n  q Q ф p  a n d
Z0  Í  a
C o n s t r u c t  a  t s - m a c h i n e  M' f r o m  M a s  f o l l o w s :
L e t  M ' = ( E , К , Г ' , 6 ' , q Q, ZQ ) ,  w h e r e  
Г ' = Г U{$} ,  f o r  $ <£ Г,  a n d  
6 '  i s  d e f i n e d  s o  t h a t :
f o r  e a c h  a  G E U { \ } ,  q G ( K - H - { q Q} ) ,  Z G (Г  - { Z q } ) :
1.  ) 6 ' ( q o , a , Z Q ) = ( p , $ a )  i f f  ( q o , a , Z Q ) = ( p , a i
2 .  ) 6 ' ( q , а , Z ) = ( p , a ) i f f  ( q , a , Z )  = ( p , a ) ;
3 .  ) = ( X , X)  f o r  a l l  p  G H;
4 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
We c a n  e a s i l y  s e e  t h a t :
W G L(M)«=*> ( q Q,w ,  Zq ) 1^ ( p , \ , \ ) ,  f o r  p G H 
<=> ( q o , w , Z o ) 1^, ( p , X , $ )  lj£ ( X , X , X )
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Lemma
T h u s ,
- f r e e
G i v e n
a  6 E
«=* w 6 L( M'  ) .
H e n c e ,  t h e  r e s u l t .
b . ) To show  p a r t  ( b ) ,  we p r o v e  t h e  f o l l o w i n g  lem m a:
( 5 . 3 ) .
T h e r e  i s  a  t s - m a c h i n e  s u c h  t h a t  L ( M^ ) i s  n o t  c o n t e x t -  
- f  r e e
P r o o f  o f  lemma ( 5 . 3 )
We c o n s i d e r  t h e  n o n  c o n t e x t - f r e e  l a n g u a g e ,  f i r s t  s e e n  
i n  [4 ] :
L = ( a n b n c n / n  è 1} .
We now p r o v i d e  a  t s - m a c h i n e  t h a t  a c c e p t s  t h i s  l a n ­
g u a g e  :
L e t  = ( E , Г , Г ' , 6 ^ , ZQ, ) ,  w h e r e  
E = ( a , b , c } ,
Г = { ZQ, A , $ }
Г'  = ( Z ^ , B , $ )  a n d
6, = i s  s u c h  t h a t :
1 .  ) 6 1 ( ZQ, a , Z ^ )  = ( $AA, $ )
2.  ) 6 . ^ , 3 , $ )  = ( AAA, $ )
3.  ) 61 ( A , b , $ )  = U , $ B )
4 .  ) 6 1 ( A , b , B )  = ( \ , B B )
5.  ) Ô ^ A ' C ' B )  ■= U , X )
6.  ) 6 , ( $ , X , $ )  = U , X )
t h e r e  i s  a  t s - m a c h i n e  s u c h  t h a t  L(M^) i s  n o t  c o n t e x t -  
an d  e v i d e n t l y  i s  n o t  a  s d c - l a n g u a g e ,  H e n c e ,  t h e  r e s u l t .
a  t s - m a c h i n e  M, l e t  6 ( Z , a , Z ' )  = ( a , ß ) ,  w h e r e  
U {A},  z e r ,  Z' e r ' ,  a e r * ,  ß G Г*' , we w r i t e :
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V a l f 6 ( Z, a , Z ' ) = a 
V a l s ô ( Z , a , Z ' ) = 3
T h e o re m  ( 5 . 4 ) .
L e t  M = ( E , Г , Г ' ,  б , ZQ, Z'o ) b e  a  t s - m a c h i n e  s a t i s f y i n g  
t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n :
" I V a l .  б ( Z, a ,  Z '  ) I = I V a l  ô ( Z , a , Z ‘ ) l ,  f o r  a  G E U { \ ) ,  Z 6 Г
Г S
Z'  е Г '  s u c h  t h a t  ô ( Z , a , Z ' )  i s  d e f i n e d " ,  ( 5 . 4 )
t h e n  L(M) i s  a  s c - l a n g u a g e .
P r o o f
L e t  M 
t h e  c o n d i t i o n
Г
Г '
«= ( E , Г , Г ' , ô , Z Zq ) b e  a  t s - m a c h i n e  s a t i s f y i n g
( 5 . 4 ) ,  w h e r e
= ( Zq , Z ^  , . . . , Z ^ },
( z ; , z i ........... z; >  •
C o n s t r u c t  a  s i m p l e  m a c h i n e  M' f r o m  M a s  f o l l o w s :
L e t  M' = ( E , r , ô ' , Z ,  V) ,  w h e r e :
V O r О  ;
Г = ( Z ^  j ) / i  с ( 0 , 1 , . . . , n )  a n d  j  6 { 0 , l , . . . , m } }  ,
a n d  6 '  i s  s u c h  t h a t :  f o r  e a c h  a  6 E U { \ ) :
1 . )  i f  6 ( Z± , a , Z j  ) «=  ^Zi i *  * * Zi k , Z j l *  ' *Zj k^  '  w h e r e  k é l
t h e n  6 ' ( a , Z ( ± ^ j )  =
2 .  ) 6( Z± , a ,  Z j  ) -  ( X, X)  , t h e n  6 ' ( a ,  Z  ^ i   ^  ^  ^ ) <
3 .  ) A l l  o t h e r  c o n d i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  L ( M ' ) = L(M)  
H e n ce  t h e  r e s u l t .
By t h e  p r e f i x - f r e e  p r o p e r t y  o f  a  t s - l a n g u a g e ,  we c a n  e a s i l y  
s e e  t h e  f o l l o w i n g :
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Lemina ( 5 . 5 )
I f  L i s  a  t s - l a n g u a g e ,  t h e n  L i s  n o t  a  t s - l a n g u a g e .  
H e n c e ,  t h e  f a m i l y  .£ i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  c o m p l e m e n t a t i o n .  By 
t h e o r e m s  ( 3 . 2 ) , ( 3 . 4 ) , ( 4 . 2 ) ,  ( 5 . 2 )  an d  t h e  p r o o f  o f  t h e o r e m
( 2 . 5 ) ,  we c a n  e a s i l y  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g :
Lemma ( 5 . 6 )
The f a m i l y  ■£ L Ь i s  n o t  c l o s e d  u n d e r  u n i o n .
Lemma ( 5 . 7 )
The  f a m i l y X t s  i s  c l o s e d  u n d e r  c o n c a t e n a t i o n .
P r o o f
Assume t h a t  L = L(M)  a n d  L'  = L ( M ' )  , w h e r e :
M = ( E , r , r ' , 6 , Z o , Z ^ ) ,  a n d
M'  = ( E ' , ï , T ' , Ô' , ZQ, ) a r e  t s - m a c h i n e s .
W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  we may a s s u m e  a g a i n  t h a t :
i . )  Г П Г = Г П Г ' =  0
i i . )  Z i  V a l ^ 6 ( Z , a , Z ' )  , Z'  $ V a l  6 ( Z , a , Z ' ) ,  f o r  о г O s
a  GE U {A.}, z 6 Г, Z'  6 Г ' s u c h  t h a t  6 ( Z , a , Z ' )  i s
d e f i n e d .
C o n s t r u c t  a  t s - m a c h i n e  f r o m  M an d  M ' , a s  f o l l o w s :
L e t  M1 -  ( Е 1 ' Г1
L1 = E U E
Г1 = Г U T
Г1 = г '  и Г
6 1 i s  s u c h
Z' G Г ' -  ( z M ,
^  t h a t ,  f o r  e a c h  a  € E^ U { \ ) ,  Z G Г - { Z Q},
1 . )  i f  6 ( ZQ, a , Z ^ )  = ( a , ß ) ,  t h e n  6 1 ( ZQ, a , Z ^ )  = ( ZQa , Z ^ 3 )
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2 .  ) i f  6 ( Z , a , Z ' )  *= ( a  , 3 ) » t h e n  6 1 ( Z f a f Z ' )  = ( a , 3 )
3. ) i f  6 ' ( Z , a  , Z ' )  *  (ä, 3 ) , t h e n  бд_( Z,a, Z# ) * (a,3)?-
4 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t ,  l e t  w = w^w2 , w h e r e  w^ E E , w2 6 E '
f( z 0 ' wl ' Zc>) a n d
{w = wlW2 6 L L - ,  w h e r e  wx 6 L ,  w2 € L '  , i ( X, x , x )
<=> { ( z0 / wi  w2 '  Zo ' > Zo ' w2 ' Zc^
<=> w = wi w 2 e  L ( ) .
H ence  t h e  r e s u l t .
T h e o re m  ( 5 . 8 )
The i n t e r s e c t i o n  o f  a  t s - l a n g u a g e  L a n d  a  s f d - l a n g u a g e  L '  
i s  a  t s - l a n g u a g e .
P r o o f
L e t  L = L( M) ,  a n d  L '  = L ( M ' ) ,  w h e r e
M = ( E , Г , Г ' , 6 , ZQ, Z q ) i s  a  t s - m a c h i n e ,
M' = ( K , E , б ' , q Q, H)  i s  a  s f d - m a c h i n e .
W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  we may a s s u m e  á g a i n ,  t h a t :
i .  ) К Л Г *= 0 a n d
i i .  ) Zq £ V a l f 6 ( Z , a , Z ' ) ,  Z^ £ V a l  6 ( Z , a , Z  '  ) , f o r
a  € E U{X},  z e r ,  Z ' e r '  s u c h  t h a t  6 ( Z , a , Z ' )  i s  
d e f i n e d .
C o n s t r u c t  a  t s - m a c h i n e  M2 f r o m  M a n d  M ' ,  a s  f o l l o w s :
L e t  M2 = ( E , r 2 , r ' , 6 2 , Z o , Z ^ )  , w h e r e
r 2 «= Г U К
Г2 *  Г '  U { [ q , Z ' ] / q  e  К a n d  Z'  e Г ' }  a n d
6 2  i s  s u c h  t h a t :
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f o r  e a c h  a  G E, Z G Г - { Z Q},  Z '  G Г '  - { Z q },  a  G Г ß G Г 
q  G K-H:
1 .  ) i f  6 ( Z0 , \ , Z ^ ) -  ( a , ß ) ,  t h e n  6 2 ( Zo , \ , Z ^ )  -= ( a q Q, ß )
2 .  ) i f f ô ( Z  , a , Z £ )  B( a f ß ) ;
l a n d  a ' ( q 0 , a )  -  p  t h e n  62 (Zo ' a ' Zi >  “
w h e r e i f  p  Í  H
V. X i f  p G H
3 . )  6 2 ( q , X , Z ' )  = ( X, [ q , Z ] ) ,  f o r  a i l  q  G ( К-H), Z '  G Г ’ ;
4 . ) i f  ô ( Z, X, Z ) — ( a , ß ) ,  t h e n  6 2 ( Z f X / [ q f Z f ] )  = ( a q  , ß ) , 
f o r  a i l  q  G ( K- H)
'ô ( Z , a , Z ' ) « ( a , ß ) ,
5 .  ) i f '
a n d  '6 '  ( q
, w h e r e
P 1
6 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t ,  f o r  e a c h  a  g £ ,  Z G Г - { Z Q },
Z' G Г ' - { г Д }, a ,  a |  G Г*,  ß ,  ß x G Г ' * ,  q  G ( K- H) :
ж p
f t h e n 6 2 ( Z , a ,  [ q , Z '  ] )«= ( а р ,  ß )
p i f P t  H
X i f P H
f( aZ , а , ßZ '  ) I jj( a l  ' X * ß]_ ) ,
H  { ( a Z , a , ß [ q , Z ' ] ) l  ^ —( a xp , X , ß ^ ) } ( 5 . 8 . 1 )
(and q a  p
' p  i f  p  $ H
w h e r e  p =
t, X i f  p  G H
H e n c e ,  we p r o v e  b y  i n d u c t i o n  o n  t h e  l e n g t h  o f  w:
( Zo , w , Z X ) l £ ( a , X , ß ) ,_ /. wlа#л * tw / . _
< “  °  »  <=> ( Z 0 , w , Z ^ ) l M- ( a p , X , e )
l  a n d  V ' r  p  2
’ p  i f  P  $ H 
w h e r e  P = (  X i f  p  G H
( 5 . 8 . 2 )
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I n d e e d ,
* A c a s e  w = a  G E: e v i d e n t l y ,  b y  s t a t e m e n t  ( 5 . 8 . 1 ) ,  
a n d  t h e  f o r m s  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  ( 4 ) ,  ( 5 ) .
* A ssum e  t h a t  s t a t e m e n t  ( 5 . 8 . 2 )  i s  v a l i d  f o r  a l l  w G E, 
s u c h  t h a t  Iwl < n .
We now c o n s i d e r  t h e  w o r d  w = a . . . . a  . a  , a n d  c a n  w r i t e :1 n - 1  n
w = w. a  . w h e r e  w, = a . . . . a  . .  i n  i  1 n - 1
( Zo ' Wi a n ' Z; } ' m ( a l Z' a n ' ß l Z, )  !M
L e t  , * *l  a n d  q Qw1a n ! ^ ,  q a ^ ,  p ,  w h e r e  q  G K-H
S i n c e  Iw^l < n ,  t h e n c e  s t a t e m e n t  ( 5 . 8 . 2 )  i s  t r u e ,  a n d  we h a v e :
’( Zo ' wl ' Z0 ) 'M ( « 1 Z , \ , ß 1 Z'  ) ,
*
a n d  q w. Ь ,  q ,  w h e r e  q  G K-H о 1 M
( z0 , W i , Zo) I ( a ^Zq, X , 8^Z ' ),
On t h e  o t h e r  h a n d ,  by  t h e  f o r m  ( 3 )  a n d  s t a t e m e n t  ( 5 . 8 . 1 ) ,  we 
c a n  s e e  t h a t ,
r( a l Z' a n , 3 l Z ' ) ' s f a A,P)
< = >
a n d  q a  I -  p ^ n  M ^
<=> (<I i Z q , a n , a 1 z') (»Lz , a rfs 1 [ q , z ' ) ) i ^ ( c . p , x , a ) )  .
T h u s ,  s t a t e m e n t  ( 5 . 8 . 2 )  h o l d s .  
F i n a l l y ,  l e t  w G E*
f( Z ,w , z ' ) i M( x , x , \ ) ,
О  M
a n d
w G L П L '  >
\ v 1^ p ,  f o r  p  G H
<=> <Zo ' w ' Zq ) 1 jjj ( P 1 X , X ) , a n d  p  * X
<=> w G L( M2 )
H e n c e ,  t h e  r e s u l t .
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T h e o r e m  ( 5 . 9 )
E v e r y  t s - l a n g u a g e  L c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m  
L «= h ( L 2 n L2 ) ,  w h e r e  h  i s  a  h o m o m o r p h i sm  an d  , L 2 a r e  
- l a n g u a g e s .
P r o o f
Assume t h a t  L i s  a c c e p t e d  by  a  t s - m a c h i n e  
M -  ( Е , Г ,  r ' , 6 , Z 0 , Z ' ) .
C o n t r u c t  tw o  s i m p l e  m a c h i n e s  M2 f r o m  M, a s  f o l l o w s :
Mx = ( E ' , r 1 , 6 1 , Z o ) ,
M2 - ( E ' , r 2 , 6 2 , Z £ ) ,  w h e r e
E '  = E U E ^ f o r  Ex « i x [ z  z / ] / Z  € Г,  Z'  G Г ' } ,
Г ^ = Г U { [ Z , Z '  ] / Z G Г,  Z'  G Г '}
г 2 = Г'  U {[ Z , Z ' ] / Z G Г,  Z'  G Г , an d  ô l f  6 2 a r e
t h a t :  f o r  e a c h  a  G E U{ \ } ,  Z G Г,  Z'  G Г ' :
1 .  ) б Л х г .  7 n , Z )  -  [ Z , Z ' ]
1 J f o r  a l l  Z G Г,  Z'  G
6 2^X[ Z , Z ' ] ,Z ^
2 .  ) i f  6 ( Z , a ,  Z ' ) = ( a , 3 ) » t h e n  f  6^( а , [ Z , Z '  ] ) *
\ ô 2 ( a f [ Z , Z ' ]  ) =
3 .  ) A l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  a r e  u n d e f i n e d .
L e t  h b e  t h e  h o m o m o rp h ism o f  E '  i n t o  E ,  d e f i n e d  b y :
f  3 i f  a  G E
h(  а ) ■= i
l  X i f  а  €  E,
We now p r o v e :  L(M)  * h ( L ^ П L2 ) ,  w h e r e
h 1 «= L(M1 ) a n d  L 2 «= L(M2 ) .
F i r s t ,  we c a n  e a s i l y  s e e  t h e  f o l l o w i n g :  
f o r  a G E ,  Z G Г , Z ' G  Г ' , a ,  a ,  G Г * , 3 ,  3j_ e  Г '  * :
s c -
s u c h
Г '
a
3
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L e t  w = a 1 . . . a n  G E ' , we p r o v e  by  i n d u c t i o n  on  t h e  l e n g t h  o f
w :
( 4 0 / • • • a n '  ^
I n d e e d ,
A c a s e  w = a  G E ' ;  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t
Гt h e r e  e x i s t  u , . . . u  1 n G E "
<’ о и 1а 1 - - - и п а п , Й7 P ' a n d
( u l a 1 ‘ * * u n a n ' Zo ) 1 U a )
U . 8 )
f t h e r e  e x i s t  и г z ,G E' '  , a n d  
*“* 0 0
( P ^ ' a ) i f f  7 i a  1 M- 2 Л ] a  I—  p a n d1o n [ q o Z o ] a i M 1 1 Vio , i J O j a  I M 1 
( x [ q o , Z o ] a ' Zo ) l M;  ( a ' [cV Zo ] ) l M^(Xa)
A ssu m e ,  t h a t  t h e  s t a t e m e n t  ( 4 . 8 )  i s  v a l i d  f o r  a l l  w G E '  ,
s u c h  t h a t  Iwl < n .  We now c o n s i d e r  a  w o rd  w = w . a  , w h e r e1 n
wi = a i ' * * * ' а П—1"
L e t  ( q o , w 1a n , ZQ ) I ( q , a n , a 1Z ) 1^, ( p , X , a ) , w h e r e  
q G ( К- H)  and  6 ' ( q , a n , Z)  = ( p , [ 3 ) ,  a nd  a = c ^ ß
S i n c e I w I <( n , we
( q o /W1 , ZQ) I - ,  ( q , X , a ^ Z )
h a v e
i f f
' t h e r e  e x i s t  u ^ . . . ^  G E " s u c h t h a t
*
qoulal - - -un-lan-l 'м^  4 - and 
.(ulal - --un-lan-l'Zo) ' ^ (X'alZ)
On t h e  o t h e r  h a n d ,  we c a n  e a s i l y  s e e  t h a t :
f o r  q  G (К- H ) ,  z G Г, t h e r e  e x i s t  и = x r n -, s u c h  t h a tn i q ,  z j
qx [ q , Z ] “ n ' M LM/ J n M[ q » Z]  a  P a n d
^ * [ q , z ] a n ' z ) 1 m2 *■ a n f f q ' z ^  1 m2 13 
T h u s ,  s t a t e m e n t  ( 4 . 8 )  h o l d s .
F i n a l l y ,  l e t  w = a  1 . . . a n G E / :
w G L(M')<=> { ( q o , w, ZQ ) I - ,  ( p ,  X , X ) , f o r  p  G H }
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rth e re  e x is t  u G E*, such th a t
(ua ,aZ)
im1 (X/al )f and ( 5 . 9 . 1 )
!^ (ua,3Z' ) I j f  (^ / &i ) 
“ 2 1
(aZ ,a ,3 Z f ) l|^(a^ / \ , 3^ )
T h e n c e ,  we p r o v e  by  i n d u c t i o n  on  t h e  l e n g t h  o f  w,
l e t  w ■= a ,  . . . a  :I n  ^
f th e re  e x is t  u ^ , . . . ,un  G £^,
(Zo , a r . . a n , Z ^ ) l £ ( a , \ , 3 )  &  J Südh ( u ^ . . - u ^ a ^ )  1^  ( \ , a ) ,  ( 5 . 9 . 2 )
and (u .a - . . .  .u  a  , Z ' ) I—  ( \ , 3 )V. i  j. n  n  о M-
I n d e e d ,
* A c a s e  w = a  G E e v i d e n t l y
* Assume t h a t  s t a t e m e n t  ( 5 . 9 . 2 )  i s  v a l i d  f o r  a l l  w G E * ,
s u c h  t h a t  iwl C n  . We now c o n s i d e r  t h e  w o r d  w = w . a  , w h e r ei n
W -I â  -I • • • â  1 •1 1 n - 1
L e t  ( z0 w1a n ,Z^) ) l ^ ( a 1 Z , a n , 3 1 Z ' ) 1^ ( a , \ , 3 )  .
S i n c e  Iw^l < n , t h e n c e  s t a t e m e n t  ( 5 . 9 . 2 )  i s  t r u e ,  a n d  we h a v e :
(
th e re  e x is t  u ] / • • • G •
such  th a t  (и1а ! - • -un_ i ' z0 ) ^  U/CijZ),  
and ( u ^ . - V i V r ï 1^  <X' ßl Z'>
On t h e  o t h e r  h a n d ,  b y  s t a t e m e n t  ( 5 . 9 . 1 ) ,  we c a n  s e e :
/"there e x is t  un  G E^, such th a t
( a ^ Z ,a n ,3^Z ) 1 ^ ( а , \ , 3 )  ^ r )  * (un ' V a l Z)li i [  
0 Un V Bl Z , ) l ^  (X' S)
and
T h u s ,  s t a t e m e n t  ( 5 . 9 . 2 )  h o l d s .
F i n a l l y ,  l e t  w = a ^ . . . a n € E:  
w * • • • a n £ L ( M ) ( ZQ , a 1 . . . a n , Z^)  I ^ (  \  , X , \  ) <*=*>
r t h e r e  e x i s t  u ^ ,  . . . , u  G E '  , s u c h  t h a t
<=> Í (u i a i*  * *u n a n » ZQ ) I j^ -  Ц д )  , a n d
'■(uiar - - W zô, 'ïÇ
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V
Ф=>
T h u s , L = Ь ( Ь Х П L2 ) . 
C o r o l l a r y  ( 5 . 1 0 )
T h e r e  e x i s t  u l f . . . , u  e £ ' * ,  
s u c h  t h a t  u 1 a 1 . . . u n a n 6 L-  ^ П L2
E v e r y  t s - l a n g u a g e  L c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o r m
L = h ( L 1 П L 2 ) ,  w h e re  h  i s  a  h o m o m o r p h i sm ,  a n d  L j , l 2 a r e  s d c -  
- l a n g u a g e s .
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ABSTRACT
In t h e  p r e s e n t  p a p e r  w e ' d  l i k e  t o  draw a t t e n t i o n  t o  some 
new a s p e c t s  o f  c o n c e p t i o n  o f  c o n s t r u c t i v e  a p p r o a c h  t o  k n o w le d g e  
r e p r e s e n t a t i o n .  The n e c e s s i t y  o f  new a p p ro a c h  i s  c a l l e d  by t h e  
p a r t i c u l a r  r o l e  o f  co m p u te r  s y s t e m  i n  t h e  f i e l d  o f  c o l l e c t i n g ,  
r e p r e s e n t i n g  and a p p l i c a t i o n  o f  k n o w l e d g e .  In f a c t  t h e  p r o g r e s ­
s i v e  r o l e  o f  c o m p u te r  i s  c o n n e c t e d  f i r s t  o f  a l l  w i t h  i t s  c a p a c ­
i t y  o f  s t o r i n g  and mass d a t a  m a n i p u l a t i n g .  And h e r e  t h e  p r o b le m  
a r i s e s :  how t o  g e t  q u i c k l y  and r e l i a b l y  s c i e n t i f i c  i n f o r m a t i o n ,  
how t o  o r g a n i z e  s y n t h e s i s  o f  new f o r m a l  k n o w le d g e  b a s e d  on 
fo r m e r  i n f o r m a t i o n  and how t o  p r o v i d e  s e l f d e v e l o p m e n t  o f  i n t e l ­
l i g e n t  d a t a  b a s e .  The p a p e r  i n c l u d e s  two p a r t s .  In  t h e  f i r s t  
p a r t  we d i s c u s s  some s p e c i f i c  q u e s t i o n s  c o n c e r n i n g  k n o w le d g e  
r e p r e s e n t a t i o n .  The s e c o n d  p a r t  i s  d e v o t e d  t o  a s t u d y  o f  c o n ­
s t r u c t i v e  p r i n c i p l e s  o f  d a t a  r e p r e s e n t a t i o n  aad p r o c e s s i n g .
I .  MAIN FEATURES OF RISE, DEVELOPMENT AND REPRESENTATION OF 
KNOWLEDGE
From t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  k n o w le d g e  r e p r e s e n t a t i o n  i n  com­
p u t e r  i t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  k n o w le d g e  i s  a means o f  e f f i c i e n t  
c o d i n g  ( d e s c r i p t i o n )  o f  e x p e r i m e n t a l  f a c t s .  Thus t h i s  d e f i n i -
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t i o n  i m p l i e s  t h e  f o l l o w i n g  i n t e r c o n n e c t e d  c h a i n :  P r o b l e m  u n d e r  
s t u d y  -  E x p e r i m e n t a l  f a c t s  -  F o r m a l y s e d  k n o w l e d g e ,  w h i c h  show s  
t h a t  a p p e a r e n c e  o f  new k n o w l e d g e  i s  c o n n e c t e d  w i t h  c o n s t a n t  
demand t o  c o m p a r e  e x p e r i m e n t a l  f a c t s  w i t h  f o r m a l y s e d  know ­
l e d g e .  S u c h  c o m p a r i s o n  i s  d o u b l e - a i m e d :  f r o m  o n e  s i d e  t o  c h e c k  
o n c e  m ore  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  o f  t h e  p r o c e s s  u n d e r  s t u d y  t o  
f o r m a l y s e d  k n o w l e d g e  t h a t  we h a v e  a n d  f r o m  t h e  o t h e r  s i d e  t o  
e s t a b l i s h  l i m i t s  o f  a p p l i c a t i o n  o f  g i v e n  f o r m a l y s e d  k n o w l e d g e  
a n d  t o  f i n d  t h o s e  e x p e r i m e n t a l  f a c t s  w h i c h  dem and  t o  e x t e n d  
t h e  f o r m e r  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  a n d  h e n c e  s t i m u l a t e  k n o w l e d g e  
d e v e l o p m e n t .  T h u s  k n o w l e d g e  t h a t  we h a v e  a n d  t h e  c u r r e n t  e x ­
p e r i m e n t a l  f a c t s  a r e  c o n t i n o u s  s o u r c e  o f  k n o w l e d g e  d e v e l o p m e n t .  
K now ledge  d e v e l o p m e n t  i n  i t s  t u r n  i s  a l w a y s  c o n n e c t e d  w i t h  
s e a r c h  o f  l a w ,  t h e o r e m ,  a l g o r i t h m .  We u n d e r l i n e  t h a t  t h e  m a in  
a i m  o f  s u c h  a  s e a r c h  i s  a  r e d u c t i o n  o f  i n i t i a l  e m p i r i c a l  f a c t s .  
F i g u r e  1 s h o w s  a  m o d e l  o f  i n f o r m a t i o n a l  d e v e l o p m e n t  o f  know­
l e d g e .  H e r e  6^ -  i s  c a p a c i t y  o f  a c c u m u l a t e d  k n o w l e d g e  a t
о
t h e  moment t Q; t Q, t ^ , . . . t j  -  a r e  l e v e l s  o f  s p e c i a l  k n o w l e d g e  
w h i c h  s y m b o l i s e  a  t e n d e n c y  o f  d e v e l o p m e n t  o f  k n o w l e d g e ,  m a r k e d  
b y  ( - ) .  F r o m  F i g u r e  1 o n e  c a n  s e e  t h a t  f o r  d e v e l o p m e n t  o f  s p e ­
c i a l  k n o w l e d g e  t h e  s e a r c h  o f  i n f o r m a t i o n  i n  n e i g h b o u r i n g  f i e l d s  
o f  k n o w l e d g e  s t o r e d  a t  p r e v i o u s  l e v e l s  o f  d e v e l o p m e n t  o f  g e n ­
e r a l  k n o w l e d g e  a l w a y s  t a k e s  p l a c e .  And t h e  p r o b l e m  o f  s p e c i a l  
k n o w l e d g e  a p p l i c a t i o n  i s  c o n n e c t e d  f i r s t  o f  a l l  w i t h  t h e  r a t e  
o f  g e t t i n g  i n f o r m a t i o n .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n c l u d e  t h a t  r e l i a ­
b i l i t y  o f  s p e c i a l  k n o w l e d g e  d e p e n d s  o n  a n a l y s i s  o f  g e n e r a l  
c a p a c i t y  o f  s t o r e d  k n o w l e d g e ,  a n d  t h e  r a t e  o f  i t s  a p p l i c a t i o n  
d e p e n d s  on  c a p a c i t y  o f  s p e c i a l  k n o w l e d g e .
W el l  k n o w n  i s  t h e  f a c t  t h a t  c o m m u n i c a t i n g  i n  c o n s t a n t  e n ­
v i r o n m e n t :  s p o r t ,  m a t h e m a t i c a l  s c i e n t i f i c  s e m i n a r s ,  e t c .  p e o ­
p l e  u se  a  c o n c i s e  t e s a u r u s  t o  a c c e l e r a t e  i n f o r m a t i o n a l  i n t e r ­
c h a n g e  .
We s h a l l  b r i e f l y  e n u m e r a t e  m a i n  s t a g e s ,  p r o v i d i n g  know­
l e d g e  d e v e l o p m e n t :
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1 .  R e d u c t i o n  a s  a  m e t h o d  o f  a c c e l e r a t i n g  o f  i n f o r m a t i o n a l  
i n t e r c h a n g e  a n d  s p e c i a l  k n o w l e d g e  a p p l i c a t i o n .
2 .  I n c r e a s i n g  o f  c a p a c i t y  o f  g e n e r a l  k n o w l e d g e  t o g e t h e r  
w i t h  e n l a r g e m e n t  o f  s p e c i a l  k n o w l e d g e  u s i n g  c o n c i s e  t e s a u r u s .  
C o n c i s e n e s s  o f  t e s a u r u s  i s  a  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  o f  o p t i m a l  
c o o r d i n a t i o n  b e t w e e n  t h e  r a t e  o f  s p e c i a l  k n o w l e d g e  a p p l i c a t i o n  
a n d  c a p a c i t y  o f  g e n e r a l  k n o w l e d g e .
3 .  C r e a t i o n  o f  " t r a n s l a t e r s " . R e l a t i o n  b e t w e e n  c a p a c i t i e s  
o f  g e n e r a l  a n d  s p e c i a l  k n o w l e d g e  i s  c o n s t a n t l y  i n c r e a s i n g .
T h i s  f a c t  e v o k e s  t h e  p r o b l e m  o f  " t r a n s l a t o r " .
4 .  U n d e r s t a n d i n g  -  i s  a  c o o r d i n a t i o n  o f  s p e c i a l  t e s a u r i  
p r o v i d e d  by  l e a r n i n g .
K n o w le d g e  u n d e r s t a n d i n g  r e p r e s e n t e d  on F i g u r e  1 shows 
p l a c e  a n d  r o l e  o f  l e a r n i n g .  L e t  u s  u n d e r l i n e  t h a t  t e s a u r i  
c o o r d i n a t i o n  i s  p o s s i b l e  o n l y  t h r o u g h  p r e v i o u s  s p e c i a l  l e v e l s .  
T h a t  i s  t h e  d i f f i c u l t y  o f  c r e a t i n g  o f  " t r a n s l a t o r s " .  The f o l l o w ­
i n g  e x a m p l e  w i l l  e x p l a i n  t h i s  s i t u a t i o n :  s p e c i a l i s t s  i n  one  
n a r r o w  f i e l d  o f  k n o w l e d g e  s p e a k i n g  d i f f e r e n t  n a t u r a l  l a n g u a g e s  
w i l l  q u i c k e r  u n d e r s t a n d  e a c h  o t h e r  t h a n  s p e c i a l i s t s  i n  z o o l o g y  
a n d  p h y s i c s  f o r  e x a m p l e ,  u s i n g  t h e  same n a t u r a l  l a n g u a g e .
I t  i s  q u i t e  e v i d e n t  t h a t  i t  i s  t h e  p r o b l e m  o f  u n d e r s t a n d ­
i n g  o f  s p e c i a l  k n o w l e d g e  by  s p e c i a l i s t s  i n  n e i g h b o u r i n g  f i e l d s  
t a k i n g  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  p e r m a n e n t  d e v e l o p m e n t  o f  t h e s e  f i e l d s  
t h a t  c a u s e s  t h e  n e c e s s i t y  o f  c r e a t i n g  o f  p r o b l e m - o r i e n t e d  d i a ­
l o g u e  s y s t e m s  a n d  i n t e l l i g e n t  d a t a  b a s e s  w i t h  t h e  h e l p  o f  com­
p u t e r .
I I ,  CONSTRUCTIVE APPROACH TO DATA REPRESENTATION. REDUCTION 
PROBLEM.
T h e r e  i s  o n l y  o n e  p r o b l e m  on t h e  i n i t i a l  s t a g e  o f  know­
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l e d g e  r e p r e s e n t a t i o n  -  a p p r o x i m a t i o n  o f  e x p e r i m e n t a l  f a c t s  
c o n n e c t e d  w i t h  d e m an d  o f  e f f e c t i v e  r e d u c t i o n  i n  t h e i r  m e m o r i s ­
i n g .
L e t  E b e  a  s e t  o f  o b j e c t s  u n d e r  s t u d y  r e p r e s e n t e d  b y  e x p e r i ­
m e n t a l  f a c t s  l i s t  X. {IXI } -  i s  a  n o t a t i o n  f o r  s y m b o l  p o w e r
o f  i n i t i a l  a l p h a b e t  o f  d e s c r i p t i o n  E .  M a t h e m a t i c a l l y  t h e  p r o b ­
l e m  o f  r e d u c t i o n  c o n s i s t s  i n  s e a r c h i n g  f o r  a l g o r i t h m  cp o f  
e n u m e r a t i o n  o f  o b j e c t s  f r o m  E u s i n g  s u c h  an  a l p h a b e t  o f  d e s ­
c r i p t i o n  Y i n  o r d e r  t o  m i n i m i z e  { | Y|  } -  m i n .  By s y m b o l  p o w e r  
we u n d e r s t a n d  r e d u c e d  n u m b e r  o f  b i t  i n f o r m a t i o n  n e c e s s a r y  f o r  
r e e s t a b l i s h m e n t  o f  i n i t i a l  a l p h a b e t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s e t  E 
d u r i n g  c o m p u t e r  m e m o r i z i n g .  O b j e c t s  u n d e r  s t u d y  f o r m i n g  t h e  
s e t  E a r e  c o n s t r u c t i v e  o b j e c t s ,  b e c a u s e  t h e  e x p e r i m e n t a l  f a c t s  
may b e  a l w a y s  r e p r e s e n t e d  b y  f i n i t e  s y m b o l  c o n f i g u r a t i o n .
T h i s  d e f i n i t i o n  o f  c o n s t r u c t i v e  o b j e c t s  c o r r e s p o n d s  t o  t h a t  
o f  ( 1 ) .  I t  i s  know n  t h a t  e v e r y  c o n s t r u c t i v e  o b j e c t  may b e  c o d e d  
b y  a  word  o f  s  t a b l e  a l p h a b e t  ( 1 ) .  The  f o l l o w i n g  r e d u c t i o n  i s  
b a s e d  on p o s s i b i l i t y  o f  r e e n u m e r a t i o n  o f  w o r d s  i n  f i n i t e  a l ­
p h a b e t  u s i n g  f o r  e x a m p l e  l e x i c o g r a p h i c a l  o r d e r i n g .  T h u s ,  i n  
p r i n c i p l e  i t  i s  e n o u g h  t o  e x a m i n e  e n u m e r a t i o n  Ф : E £  X
o n l y  on i n t e g e r s  ( 1 , 3 ) .
I n t e r e s t i n g  i s  t h e  f a c t  t h a t  f r o m  o n e  p o i n t  o f  v i e w  i n t e g e r s  
r e p r e s e n t  a  n a t u r a l  m o d e l  o f  o r d e r i n g  o f  o b j e c t s  o f  a  s e t  E ,  
a n d  f ro m  t h e  o t h e r  p o i n t  o f  v i e w  t h e y  r e p r e s e n t  a d e q u a t e  a d ­
d r e s s e s  o f  m em ory  e l e m e n t s  i n  c o m p u t e r .
F i n a l  s o l u t i o n  o f  p r o b l e m s  l i k e  a p p r o x i m a t i o n ,  p a t t e r n  r e ­
c o g n i t i o n ,  c l u s t e r - a n a l y s i s  a n d  i d e n t i f i c a t i o n  o f  o b j e c t s  i n  
i n f o r m a t i o n a l  s y s t e m  may b e  c o n v e n t i o n a l l y  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m a l i s m :
L e t  E b e  a  g i v e n  s e t  o f  o b j e c t s  u n d e r  s t u d y  r e p r e s e n t e d  by 
a  l i s t  X o f  i t s  e x p e r i m e n t a l  f a c t s ,  w h i c h  we m ark  b y  p o i n t s
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i n  s p a c e  Rn , we s h o u l d  f i n d  a  g e n e r a l  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  
o f  e n u m e r a t i o n  o f  o b j e c t s  i n  E ,  X ç  Rn on  R+ .
P r o b l e m  o f  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  f a c t  
t h a t  t h i s  a l g o r i t h m  i m p l i e s  d i v i s i o n  o f  o b j e c t s  o f  a  t r a i n i n g  
s e t  ( F i g .  2 a ) .
P r o b l e m  o f  c l u s t e r - a n a l y s i s  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  f a c t  o f  
c o n d e n s i n g  o f  o b j e c t s  r e l a t i v e l y  t o  a  t h r e s h o l d  e l e m e n t  6n
a n d  d i s t i n g u i s h i n g  o f  a  c l a s s  o f  o b j e c t s  ( F i g .  2 b ) .
P r o b l e m  o f  o r d e r i n g  o f  o b j e c t s  i n  E i s  c o n n e c t e d  w i t h  d i s ­
t i n g u i s h i n g  o f  o b j e c t s  w i t h  c e r t a i n  p r o p e r t y  6 ( F i g .  2 c ) .
A p p r o x i m a t i o n  i s  c h a r a c t e r i s e d  by  s e a r c h i n g  o f  a  r e a l  d i ­
m e n s i o n  o f  a  p r o b l e m  u n d e r  s t u d y .
G i v e n :  E ,  X £  Rn , we s h o u l d  f i n d  <p u n d e r  c o n d i t i o n  t h a t  
t h e  d i f f e r e n c e  f u n c t i o n
f  ( x  , cp (X )) -  m in  a n dci cl
Ф ( X ) = Y £  Rm, m -  m i n ,  a £  E,cl
h e r e  m -  i s  a  r e a l  d i m e n s i o n  o f  i n i t i a l  p r o b l e m .  I n  t r a d i ­
t i o n a l  ( c l a s s i c  ) r e p r e s e n t a t i o n  Ф -  i s  an  a p p r o x i m a t i o n  
b a s i s ,  f  -  i s  a n  a p p r o x i m a t i o n  q u a l i t y  c r i t é r i u m .
P r o b l e m s  o f  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  a n d  o f  c l u s t e r - a n a l y s i s  a r e  
f u r t h e r  e n l a r g e m e n t s  o f  a p r o b l e m  o f  a p p r o x i m a t i o n  b e c a u s e  a 
q u a l i t y  c r i t é r i u m  o f  a p p r o x i m a t i o n  d e p e n d s  on a  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  s e t  E -  u n i o n  o f  h o m o g e n o u o s  g r o u p s :  E = U A ^  w h e r e
a r e  known g r o u p s  i n  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n ,  o r  i t  i s  n e c e s s a r y  
t o  f i n d  S j  a  p r i o r i  s u c h  t h a t  E = US^ ( c l u s t e r - a n a l y s i s ) .
P r o b l e m  o f  a s s o c i a t i v e  s e a r c h  a n d  i d e n t i f i c a t i o n :
G iv e n  E = { a ,  b ,  c  . . . }  , X £ Rn , e n u m e r a t i o n  f u n c t i o n :
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H e re  k ,  í ,  j  a r e  i n d i c e s  o f  e n u m e r a t i o n  o f  o b j e c t s  o f  t h e  s e t  
E . n ,  m -  a r e  i n d i c e s  o f  e n u m e r a t i o n  o f  d e s c r i p t i o n  f e a t u r e s  
o f  X.
To s o l v e  p r o b l e m s  o f  a b o v e  m e n t i o n e d  c l a s s  we u s e  p r i n ­
c i p l e s  o f  o n e - t o - o n e  a p p l i c a t i o n  o f  p o i n t s  o f  s p a c e s  o f  d i f ­
f e r e n t  d i m e n s i o n s ,  t h a t  we h a v e  a l r e a d y  r e a l i s e d  ( 3 ) ,  w i t h  
t h e  h e l p  o f  g e n e r a l  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  b a s e d  on  m u l t i d i m e n s i o n a l  
a n a l o g  o f  P e a n o  c u r v e .
The f i r s t  m e t h o d  o f  e s t a b l i s h m e n t  o f  o n e - t o - o n e  c o r r e s p o n ­
d e n c e  o f  p o i n t s  w i t h  d i f f e r e n t  d i m e n s i o n s  was  p r o p o s e d  b y  G. 
C a n t o r ,  b u t  t h i s  c o r r e s p o n d e n c e  w as  n o t  c o n t i n u o u s .  L a c k  o f  
c o n t i n u i t y  o f  m a p p i n g  m ak es  i t  i m p o s s i b l e  t o  s o l v e  s u c c e s s ­
f u l l y  p r a c t i c a l  p r o b l e m s  w i t h  r e d u c e d  d i m e n s i o n .  L a t e r  on  im­
p o s s i b i l i t y  t o  c o n s t r u c t  o n e - t o - o n e  c o n t i n u o u s  a p p l i c a t i o n  
was p r o v e d .  The f o u n d  o u t  t h a t  c o n t i n u i t y  o f  m a p p i n g  s h o u l d  be  
p r o v i d e d  o n l y  i n  o n e  d i r e c t i o n  -  f r o m  l o w e r  d i m e n s i o n  t o  h i g h e r  
o n e .  S p a c e - f i l l i n g  c u r v e s  ( S F C) ,  h i s t o r i c a l l y  c o n n e c t e d  w i t h  
t h e  name o f  i t a l i a n  m a t h e m a t i c i a n  P e a n o ,  a r e  j u s t  o n e - t o - o n e  
c o n t i n u o u s  m a p p i n g s  o f  u n i t  i n t e r v a l  on  n - d i m e n s i o n a l  u n i t  
h i p e r - c u b e . From t h e  e n d  o f  XIX c e n t u r y  t i l l  r e c e n t  t i m e  t h e s e  
m a p p i n g s  w e r e  o f  p u r e  t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t ,  b u t  n o w a d a y s  a t t e n ­
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t i o n  t o  t h e m  a n d  t o  t h e i r  p r a c t i c a l  u s a g e  i n  d i f f e r e n t  f i e l d s  
h a s  c o n s i d e r a b l y  g r o w n .  S e e  f o r  e x a m p l e  ( 2 , 3 , 4 , 5 ) .
E ach  SFC i s  a  c o n t i n u o u s  n o n - d i f f e r e n t i a b l e  c u r v e  w h ic h  
p a s s  t h r o u g h  a l l  t h e  p o i n t s  o f  n - d i m e n s i o n a l  u n i t  h i p e r - c u b e  
Rn . I t  r e p r e s e n t s  a  l i m i t  o f  s e q u e n c e  o f  c u r v e s ,  c a l l e d  " a p ­
p r o x i m a t i o n s  o f  SFC" ( F i g . 3 ) .  A p p r o x i m a t i o n s  o f  SFC e s t a b l i s h  
o n e - t o - o n e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  q u a n t i f i e d  h i p e r - c u b e  
(m -  i s  a  n u m b e r  o f  a p p r o x i m a t i o n )  a n d  q u a n t i f i e d  u n i t  i n t e r ­
v a l  R^ . m
Q u a n t a  o f  m - t h  d i v i s i o n  a r e  e l e m e n t s  b e t w e e n  w h i c h  t h e  
c o r r e s p o n d e n c e  by  m e an s  o f  m - t h  a p p r o x i m a t i o n  o f  SFC i s  e s ­
t a b l i s h e d .  E v e r y  s u c h  q u a n t u m  r e p r e s e n t  n - d i m e n s i o n a l  h i p e r -  
c u b e  w i t h  a  s i d e  к ra, w h e r e  к -  i s  a  nu m b er  o f  p a r t s  o f  d i v i ­
s i o n  o f  a  s i d e  o f  c u b e  Rn , f o r  c o n s t r u c t i o n  o f  f i r s t  a p p r o x i ­
m a t i o n  .
From g e o m e t r i c a l  p o i n t  o f  v i e w  m - t h  a p p r o x i m a t i o n  o f  SFC 
i s  a  b r o k e n  l i n e  c o n n e c t i n g  i n  c e r t a i n  o r d e r  c e n t r e s  o f  q u a n t a  
o f  m - t h  d i v i s i o n .  T h i s  b r o k e n  l i n e  r e p e a t s  s e v e r a l  t i m e s  ( m - 1 )  
- t h  a p p r o x i m a t i o n  o f  SFC a c c o r d i n g  t o  a  l a w  o f  t h e  f i r s t  a p ­
p r o x i m a t i o n ,  t h a t ' s  why SFC a r e  c a l l e d  a l s o  r e c u r s i v e  s e l f ­
s i m i l a r  c u r v e s .
I t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  f o r  a p p l i c a t i o n  p r o b l e m s  we n e e d  n o t  
know p r e c i s e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  c o o r d i n a t e s  o f  p o i n t s  i n  
Rn a n d  Rx . As a  r u l e  we n e e d  o n l y  d e f i n i t e  n u m b e r  o f  d e c i m a l  
p l a c e s .  S u c h  a  c o n s t r a i n t  o f  a c c u r a n c y  m a k es  i t  p o s s i b l e  t o  
u s e  c o r r e s p o n d i n g  a p p r o x i m a t i o n  i n s t e a d  o f  SFC f o r  r e d u c t i o n  
o f  d i m e n s i o n  o f  i n i t i a l  p r o b l e m .  T h i s  f a c t  s i m p l i f i e s  c o n s i d e r  
a b l y  r e s o l u t i o n  o f  p r a c t i c a l  p r o b l e m s ,  b e c a u s e  i t  a l l o w s  t o  
f i n d  c o r r e s p o n d e n c e  i n  f i n i t e  n u m b e r  o f  s t e p s  o f  a l g o r i t h m
( 4 , 6 ) .  We s h a l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  f o r  s u c h  a  m a p p i n g :
,n , - l Rn ~ R1a n d
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H a v i n g  a l g o r i t h m  o f  c o n s t r u c t i n g  o f  a n y  a p p r o x i m a t i o n  
o f  SFC we g e t  a n  o p p o r t u n i t y  t o  e n n u m e r a t e  a l l  t h e  q u a n t a  o f  
a n y  d i v i s i o n  i n  q u a n t i f i e d  s p a c e  R^ a n d ,  i f  n e c e s s a r y ,  t o  
e x a m i n e  o b j e c t s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  q u a n t a  ( f o r  e x a m p l e ,  t o  
c a l c u l a t e  v a l u e  o f  a  f u n c t i o n  g i v e n  i n  Rn ) .
T h u s  t h e  p o w e r  o f  SFC m e th o d  i s  a l w a y s  e q u a l  t o  t h a t  o f  
e x h a u s t i v e  s e a r c h  o f  a l l  p o s s i b l e  s o l u t i o n s .  T h o u g h  i t  h a s  
s e v e r a l  p r o p e r t i e s  w h i c h  a l l o w  t o  d e c r e a s e  c o n s i d e r a b l y  a  
num ber  o f  v a r i a n t s  f o r  c o n c r e t e  p r o b l e m s  w i t h o u t  d e c r e a s i n g  
p o w e r  o f  t h i s  m e t h o d  ( 6 ) .
I t s  f i r s t  p r o p e r t y  i s  c a l l e d  " c o n v e r g e n c e  by  d i v i s i o n "  
a n d  i s  a  r e s u l t  o f  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  o f  c o n s t r u c t i o n  o f  
a p p r o x i m a t i o n s  o f  SFC. The  m a in  p o i n t  o f  t h i s  p r o p e r t y  i s  
t h a t  i t  p r o v i d e s  c o n v e r g e n c e  o f  r e s o l u t i o n  f o r  t h e  s e a r c h i n g  
o f  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  c o o r d i n a t e s  o f  p o i n t s  i n  R^ a n d  
Rn , when d i v i s i o n  n u m b e r  m i s  g r o w i n g .  I n  o t h e r  w o r d s  u s i n g  
two d i f f e r e n t  a p p r o x i m a t i o n s  SFC f o r  s o l u t i o n  o f  c o n c r e t e  
p r o b l e m  we s h a l l  g e t  tw o  s o l u t i o n s  o f  p r o p o s e d  p r o b l e m ,  b o t h  
o f  them  l y i n g  i n  t h e  r e g i o n  o f  t r u e  s o l u t i o n  a n d  t h e  o n e  w i t h  
g r e a t e r  n u m b e r  o f  a p p r o x i m a t i o n  o f  SFC b e i n g  m o re  p r e c i s e .
The s e c o n d  b a s i c  p r o p e r t y  o f  a p p r o x i m a t i o n s  o f  SFC i s  
c a l l e d  " q u a s i c o n t i n u i t y " , b e c a u s e  a  l i m i t  o f  a p p r o x i m a t i o n s  
o f  SFC w i t h  m -  °° i s  a  c o n t i n u o u s  c u r v e .  T h i s  p r o p e r t y  show s  
t h a t  " c l o s e "  p o i n t s  i n  R"*- h a v e  i m a g e s  w h i c h  a r e  " c l o s e "  i n  
Rn d u r i n g  s e a r c h  o f  c o r r e s p o n d e n c e  b y  m e an s  o f  a n y  a p p r o x i m a ­
t i o n  o f  SFC,  a n d  i f  ДХ -  i s  a  d i s t a n c e  b e t w e e n  tw o  p o i n t s  i n  
R^ , t h e n  и Д ф (X) и -  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e i r  i m a g e s  i n  
Rn -  may b e  e s t i m a t e d  b y  a  f o r m u l a :
(I А ф (X) и á L I д ( X ) Í ^ n , L = c o n s t  < °°
M ost  i m p o r t a n t  p r a c t i c a l  r e s u l t  o f  t h i s  p r o p e r t y  o f  q u a s i ­
c o n t i n u i t y  i s  t h e  f a c t  t h a t  L i p s h i t z  p r o p e r t y  i s  p r e s e r v e d
X п Xi n  R by  f u n c t i o n s  g i v e n  i n  R a n d  m a p p e d  on  R b y  m e a n s  o f
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SFC.
We s h o u l d  u n d e r l i n e  t h a t  no  o t h e r  m a p p i n g s  p o s s e s s  s u c h  
p r o p e r t i e s  ( t e l e v i s i o n  r a s t e r ,  s p i r a l  r a s t e r ,  r a n d o m  w a l k )  
o f  q u a n t i f i e d  s p a c e s .
L e t  u s  c o n s i d e r  s o l u t i o n s  o f  some a p p l i c a t i o n  p r o b l e m s  
u s i n g  SFC.
1 .  S e a r c h  o f  g l o b a l  e x t r e m u m  o f  m u l t i - v a r i a b l e  f u n c t i o n .
G i v e n  c o n t i n u o u s  r e a l  f u n c t i o n  Ф ( y )  , y c  Rn , h a v i n g  
i n  Rn a  r e s t r a i n e d  L i p s h i t z  c o n s t a n t .  F o r  s e q u e n c e  o f  p o i n t s  
X0 , X^, • • •  we f i n d  v a l u e s  o f  f u n c t i o n s  Ф ( ф ( Xq ) , Ф(Ф ( X ^ ) ,
. . .  a n d  we may s e a r c h  f o r  e x t r e m u m  i n  t h e  r e g i o n  o f  R ^ , b e c a u s e  
t h e  f u n c t i o n  cp (q> ( - X ) p o s s e s s e s  a l s o  t h e  c o n s t r a i n e d  L i p ­
s h i t z  c o n s t a n t  i n  R^ b e c a u s e  o f  t h e  p r o p e r t y  o f  q u a s i - c o n t i n u i ­
t y .  The l a t e r  p r o p e r t y  a l l o w s  t o  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e  o f  f u n c ­
t i o n  u s i n g  a  c o n s t r a i n e d  n u m b e r  o f  p o i n t s  b u t  g a r a n t e e s  c o n v e r ­
g e n c e  t o  g l o b a l  e x t r e m u m  u n d e r  c o n d i t i o n  o f  u s i n g  o f  g l o b a l  
a l g o r i t h m  o f  o n e - d i m e n s i o n  s e a r c h .  I t  i n  i m p o r t a n t  t h a t  we d i d  
n o t  demand t h a t  a  f u n c t i o n  s h o u l d  b e  d i f f e r e n c i a b l e  o r  c o n v e x .
S i m i l a r l y » m e t h o d  o f  SFC may b e  u s e d  t o  s o l v e  e q u a t i o n  o r  
u n e q u a t i o n  s y s t e m s .
2 .  P a t t e r n  r e c o g n i t i o n .
,nG i v e n  s e t s  A ^ , . . . A ^  o f  p o i n t s  i n  R . We know t h a t  p o i n t s  
o f  o n e  s e t  b e l o n g  t o  t h e  same i m a g e .  We s h a l l  map t h e s e  p o i n t s  
f r o m  Rn o n t o  R ^ . I n  t h i s  c a s e  we may c o n s t r u c t  s u c h  a  c o v e r i n g  
S t h a t  i m a g e s  o f  s e t s  A ^ , . . . , A ^  o n  R"*- w i l l  n o t  c r o s s  ( 7 ) .
T h u s  we c a n  d e c i d e  t o  w h i c h  s e t  A ^ , . . . , A  a n  o b j e c t  Q b e l o n g s  
b y  m a p p in g  Q f r o m  R o n t o  R , a n d  a n a l y s i n g  i t s  p o s i t i o n  
r e l a t i v e l y  t o  c o v e r i n g  S.  A l l  t h i s  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  e x c l u d e  
f r o m  a p r o c e d u r e  o f  d e c i s i o n  m a k i n g  s u c h  i n f o r m a l  c o m p o n e n t  a s  
a  c h o i s e  o f  m e t r i c  i n  m u l t i - d i m e n s i o n a l  s p a c e .  The a l g o r i t h m  
b a s e d  on  m e t h o d  o f  SFC i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  " som e  c l o s e  n e i g h ­
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b o u r s "  a c c o r d i n g  t o  i t s  q u a l i t y  c h a r a c t e r i s t i c s  b u t  i t  f u n c t i o n s  
much f a s t e r .
3 .  C l u s t e r - a n a l y s i s .
G i v e n  a  s e t  E o f  N p o i n t s  i n  Rn , e a c h  s y m b o l y s i n g  o n e  o f  
N o b j e c t s  o f  c l a s s i f i c a t i o n  w i t h  n m e a s u r e d  f e a t u r e s ,  c o o r d i n a ­
t e s  o f  p o i n t s  b e i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e s e  f e a t u r e s .  T h e n ,  u s i n g
■“1 n 1a  m a p p i n g  <p we may map a l l  t h e  p o i n t s  f r o m  к  o n t o  к  a n d
s o l v e  t h e  p r o b l e m  i n  o n e - d i m e n s i o n a l  v a r i a n t .  I n  t h i s  c a s e  o b ­
j e c t s  f o u n d  i n  o n e  q u a n t u m  b e l o n g  t o  t h e  same c l a s s ,  a n d  o b j e c t  
f o u n d  i n  n e i g h b o u r i n g  q u a n t a  a r e  a l s o  u n i t e d  i n  t h e  same c l a s s .  
I t  i s  w o r t h  m e n t i o n i n g  t h a t  b e c a u s e  o f  t h e  p r o p e r t y  o f  q u a s i ­
c o n t i n u i t y  o f  m a p p i n g  o b j e c t s  f o u n d  i n  n e i g h b o u r i n g  q u a n t a  i n  
“"1 nR a r e  n e i g h b o u r i n g  i n  R , b e s i d e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r o p e r t y  
o f  c o n v e r g e n c e  b y  d i v i s i o n  som e o n e - d i m e n s i o n a l  m a p p i n g s  o f  t h e  
s e t  E w i t h  d i f f e r e n t  m p r e c i s e  c o n s e q u e n t l y  c o o r d i n a t e s  o f  o b ­
j e c t s  i n  Rx . I n  c o m p a r i s o n  w i t h  o t h e r  m e t h o d s  o f  c l u s t e r - a n a ­
l y s i s  t h e  m e t h o d  o f  SFC i s  d i s t i n g u i s h e d  b y  i t s  v i s i b l e  d em on-  
s t r a t i v i t y  a n d  b y  i t s  i n d e p e n d e n c e  o f  n u m b e r  o f  c l a s s i f i e d  o b ­
j e c t s  ( t i m e  o f  m a p p in g  i s  v e r y  s h o r t ) .
B o th  d e s c r i b e d  p r o c e d u r e s  t h a t  o f  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n  a n d  
t h a t  o f  c l u s t e r - a n a l y s i s  a r e  p a r t i c u l a r  c a s e s  o f  d e c i s i o n  m a k i n g  
b y  m eans  o f  " p r e c e d e n t " : i n q u i r i n g  o b j e c t  Q, k  f e a t u r e s  o f  
w h i c h  a r e  k n o w n ,  a p p r o p r i a t e s  v a l u e s  ( n - k  unknown f e a t u r e s )  
o f  t h e  c l o s e s t  n e i g h b o u r  i n  R"'- a c c o r d i n g  t o  a b o v e  p r i n c i p l e s  
o f  a s s o c i a t i v i t y  f o r  c o n s t r u c t i v e  o b j e c t s .
More d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  p r o b l e m s  c o n c e r n i n g  d i f f e r e n t  
a p p l i c a t i o n s  o f  SFC o n e  c a n  f i n d  i n  ( 6 ) .
SUMMARY.
I n  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h i s  p a p e r  we d i s c u s s e d  some g e n e r a l  
p r i n c i p l e s  o f  f o r m i n g ,  d e v e l o p m e n t  a n d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  know­
l e d g e ,  a s  a  b a s i c  e l e m e n t  o f  t r a n s f e r e n c e  o f  e x p e r i e n c e  f r o m
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o n e  g e n e r a t i o n  t o  a n o t h e r .  And f r o m  t h i s  p o i n t  o f  v i e w  o n l y  
f o r m s  o f  k n o w l e d g e  r e p r e s e n t a t i o n  c h a n g e  t h r o u g h  t i m e :  f r o m  
o r a l  n a r r a t i o n  t o  w r i t t e n  d o c u m e n t s ,  f r o m  w r i t t e n  d o c u m e n t s  
t o  c o m p u t e r  memory a s  a  r e s u l t  o f  n e c e s s i t y  o f  c o l l e c t i n g  a n d  
a p p l i c a t i o n  o f  p e r m a n e n t l y  g r o w i n g  k n o w l e d g e .
The s e c o n d  p a r t  i s  d e v o t e d  t o  o n e  o f  p o s s i b l e  a l g o r i t h m s  o f  
k n o w l e d g e  r e p r e s e n t a t i o n  i n  c o m p u t e r  b a s e d  on c o n s t r u c t i v e  a p ­
p r o a c h  o f  c r e a t i n g  g e n e r a l  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  o f  o n e - t o - o n e  
m a p p i n g  o f  c o n s t r u c t i v e  o b j e c t s  r e p r e s e n t e d  by  a  l i s t  o f  e x ­
p e r i m e n t a l  f a c t s  i n  e l e m e n t s  o f  c o m p u t e r  mem ory .  We u s e  m u l t i ­
d i m e n s i o n a l  a n a l o g  o f  P e a n o  c u r v e  a s  a  g e n e r a l  r e c u r s i v e  f u n c ­
t i o n s  .
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